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u(z) =
1. Dane są wielomiany:

Ś — 1. Wskaż wśród nich wielomian;
Pr kd 1 zw(2) = 37 + 77 37 6

,
Ą iki

) stopnia trzeciego uporządkuj go I podaj współczynniki: a3, a>, aj i A,
a) s a trzeciego, LK
b) stopnia piątego, uporządkuj go, podaj współczynniki: a, a4, a3, a2, ay

i ag oraz oblicz ich sumę.

2. Oblicz wartości wielomianu w dla: r=0,1=3,
a) w(a) = 32" +27 - 22-38 c) w(1) = 2* — 42? +31 —4

b) w(a) = —22* + 17-5r+2 d) w(1) = —x

3. Punkty: Pii,a), Q(-1,b), R(2.c), S(3,d) należą do
; ; 3.8: 15 e

wykresu wielomianu w(z) = a! — 323 — E1* 431 +4
Wyznacz współrzędne: a, b, c i d.

4. Które z punktów: P, Q. R należą do wykresu wielo-

mianu u?

a) u(x) = 2x? — 31? — 5x

P(-2,7), Q(0,1), R
b) u(a) = 42* -22* +32 +1

P(-1,83). Q(1.2), R(-Ż.-1)
5. Oblicz współczynnik a wielomianu w, jeśli:

a) w(2)=a+2+1 w()=3. c) w(1) =2%*+a27+3, w(—4)=3,
b) w(x) =32* — 1? +a, w(3) = 0, d) w(x) = ar*+4r-2, w(2) = —6.

6. Oblicz współczynniki a, b wielomianu w, jeśli:
a) w(r) = —3x* + ar? p+Źa ) 3x az” + bz +2, w(—1) =4, w(2) = 20,
b) w(2) = 1 +ar*+br2 42, w|-3) =11, w(1)=7

7. Podaj wielomian s i óa z stopnia 4., którego współczynniki: ag a, d2, 43, dą SĄakumi liczbami, że każda nastę u 7 dwnkoość

sara ż każda następna, zaczynając od aj, jest dwukrotnie
sz poprzedniej, a suma wszystkich jest równa 1) 'h jes a8. Korzystając ;żystając z tego, że sum: ó ikósNz : go, | suma współczynników wielomianu w jest równa

% sumę współczynników wielomianu:
Ć

al win) - [3 ro.) w(x) = (r 722 +T)(22* +11 + 13)(2? — 1)b) w(z) = (273 — 57 + 2)100

1. Wielomiany|

1.2. Dodawanie i odejmowanie
wielomianów

Suma. wielomianów jest wielomianem. Ab:SZ :
ą wyznaczyć, dodajemy występu-

Jące w nich jednomiany tego samego stopnia

Przykład 1

Wyznacz sumę wielomianów:
2u(a) =22* +91" - 612 +31 — 5

u(x) + w(1) = (21 +<
= a= Żx"-+ yz” —

Ćwiczenie 1

Wyznacz sumę wielomianów u i w. Podaj stopień wielomianu u, wielomianu
w oraz stopieńich sumy.

a) u(2) = 17a" — 141? +71 — 5, w(a) =6z* + ir
b) u(r) = 9x7 — 132% + 102? — 2, w(x) = —9z" + 6x

Ćwiczenie 2
Podaj przykłady wielomianów ui w takich, że st (u) = 4, st (w) = 4 oraz:

2 e) stu+w)=0.a) st(u+w) =4, c) stlu+w) = 2,

b) st(u+w)=3, d) st(u+w)=1,
TWIERDZENIE

Jeśli wielomiany: u, w oraz u + w są niezerowe i st(u) < st (w), to:
st(u+ w) < st (w)

Przykład 2
r : . z 3581s2Wyznacz sumę wielomianów u(x) =81* +51 —Triw(x)= -85x" — 5x" +

3 Biż Te Un Ba? ==

u(x) + w(2) = 82 + 5a? — Ta — 8a” — 5x” + Ir = 0

Zatem suma u + w Jest wielomianem zerowym.

Cwiczenie 3 ; zk[ j i i a TŻ + ay + dą.
Dany jest wielomian u(1) = ana "+ an-12 +... +42 : JiA i i ie 1, jeśliu+wjest wielomia-
można powiedzieć o współczynnikach wielomianu w, jeśli u + w Jes

nem zerowym?
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Wielomian V(

dar >+

1

e wielomianów
1.3. Mnożeni

Jomianem. Aby 80 wyznaczyć, mnożymy każdy
nów jest wić

rzez każdy wyraz drugie o.Iloczyn wielomia

wyraz pierwszego w jelomianu p

Przykład 1

Wyznacz iloczyn wielomianów u(?)

u(x) - (2)

W wyniku pomnożenia wielomianu stopnia pierwszego przez wielomian stop-

0 otrzymaliśmy wielomian stopnia trzeciego.
nia drugie

TWIERDZENIE

Iloczyn wielomianów stopni;

st (w- v) = st (w) + st (u)
a mi stopnia n jest wielomianemstopnia m-+n.

Ćwiczenie 1

Wyznacz iloczyn wielomianów ui w. Podaj stopień otrzymanego wielomianu

a) u(x) = 2%. w(r) =2*+ 2? -z—-1 e) ua)=z2-1,w(r)= z+r+1
b) u()=a*-1, w(2)=2"-r+1 d) u(x) = 5—-3z+2?, w(r) =27—1

Przykład 2ni SĄ 1 5
. . . . .

l

Wyznac Z wielomian zmiennej r opisujący objętość pro- l

stopadłościanu przedstawionego na rysunku obok. Podaj
dziedzinę tej funkcji. ie |

. zz
: SIE

Objętość tego prostopadłościanu wyraża się wzorem: > >

2-1 5

' 22—1>0
(z) = (%r — (x +4)(22 +3) dla4z+4>0 czyliz >+

zyli i 5

22+3>0
V(x) = pos (x + 4)(22 + 3) = (2x? +8r—1-4)(2r+3)

= (22 +Tz — 4)(2x + 3) = 42+ 62? + 14a? + 213 — 8x — 12

II

x) = 42* + 20124137—19 onien: ,

1,

0x + 13x — 12 opisuje objętość prostopadłościanu

Wielomiany

Ćwiczenie 2
Wyznacz wielomia i

€ nh zmiennej a opisuj 1 śĆ
:

! isujący objętość prostopadłości:
wędziach: a, b, c. Podaj dziedzine tej funkcji

s ' paiokamce kor
© '

A .

a)a=rz-Lb=rz+lc=z c) a=2z+1. b= +1,c=2x—1
ba=rz+lb=r+2%c=1+3 dja=r+3,b=r 9

ZADANIA

1. Wyznacz iloczyn. Podaj wspó i

A
z iloczyn. Podaj współczynnik przy najwyższej potędze oraz wyraz

wolny otrzymanego wielomianu
i i

kw
iceg "R zeają JEa) 2a*(1 3x” +7r +2) d) (6 — 3x? — 2a) (a* — 4)

b) (x + 2)(42? — 31 +4)
e) (e? — 0"21
Podaj stopień, współczynnik przy najwyższej potędze oraz wyraz wolnyp
wielomianu w bez wykonywania mnożenia.

a) w(r) =(v-1)(1-1+2?) d) w(z) = (1 — (x - (a — 3)

2-743) e) w(x) = (1 - 22)(1 + 1)(3x? + 2)

2 +413)  ) w(r) = (41? +11 — 27)(6 — 37)

3. Wyznacz wielomian v(1) = [w(2)]? i podaj jego stopień.
3

a) w(r) = 2 — 41? +3 b) wa) = fx?
4. Wyznacz wielomiany f(x) = u(z) - w(£) oraz glx) = lu(=)]? - w(x).

2a) ul2) =x"
b) u(x) = z! —-122+1, wir) = 62" +

+31 —1, w(x) = 1*-62* —2

c) u(1) = A-+r+1, w(a)= 312 —-2r +1

1 zmiennej :r opisujący pole powierzchni całkowitej pro-5. Wyznacz wielomiar
b, c. Podaj dziedzinę tej funkcji.stopadłościanu o krawędziach: a,

i bJa=a*+4,b=r+%c= 2-1a)a=r+1b=1+2, c = r-
6. Dla jakich wartości parametrów mi n wielomiany u i w mają te same

współczynniki przy odpowiednich potęgach?

a) u(2) = (1 -3z + 1)(aŻ + 42), w(x) = 1 + ma? + na? +41

b) u(2) = (4+ 12 — 221)(242 — 2 +1),

w(a) = —4a* + 2a + ma — a + na? — 4x +4

e) u(a) = ("+ 2%x)(a? — 22), w(e) = m1 1a” + (2n — 1a? + 2x 3
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1.3. Mnożenie wielomianów

 



:j zmiennej rozpat
: OOprócz wielomianów jedn

wielu zmiennych, np:

= 3aFy? — Tay — zy —

fa2y325 + aP + 6yz Jest
2y* jest wielomianem

u(x,y)

w(r,y.?
wielomianem trz
P(a,y,z)=2ry + 212 + 2yz jest wielomianem

zy) = wz
isuj 3 vierzchni

trzech zmiennych opisującym pole pow =całkowitej prostopadłościanu o krawędziach ć
u-

. Objętość tego prostopadłościanu

) = 9ry*z +
ech zmiennych,

gości: r, y, ©

opisuje wielomian V(1, vy, z) = vyz.

ruje się również wielomiany

dwóch zmiennych,

7. Oblicz wartość wielomianu w dla podanych argumentówzi y.
2? +9y,1=-2y=3
EAT16

2zy, 2=
Dla której trójki liczb, P czy Q, wartość wielomianu

2ayz — 4ryz? + 5ry? — 6z z
2a9y* + zy Pl,

252 41 >

a) w(z,y,2) =
b) w(z,y.z2) = kz 3xy*z5 +r
e) w(1,y.2) = żyz” — Jry2? + 3:

Wyznacz iloczyn.
a) (224 + 3ry?)(2 — y — 4)
b) (z +y)(z —(x — zy +?)

10. Wyznacz iloczyn.
a) (x — 2y)(y — 22)(z — 2x)
b) (z+y+2)(s-y-z)
©) (22 — y)(3y + 22) (21 + y)(3y — 2z)
d) (1 + ry + ryz(l+ z —yz)

+ Wyznacz wielomian opisujący różnice
pola Powierzchni całkowitej prostopa-
dłościanu o krawędziach: r + | y+12+1i pola powierzchni całkowite
TL Lpóls; 3) pro-stopadłościanu o krawędziach: *

TY, z.

1. Wielomiany

e) (z+y)(1?+y?

ya
w jest większa?

=1 z=-l1
=-1 Q$sy=l

z=1 z=-l1

(13 +3)
d) (V2z = v3y) (22? + V6 ry + 3y?)

 



*1.7. Dzielenie wielomianów
a przezliczbęb, różną od zera, poleg;
c-b. Na przykład 7Przypomnijmy, Że podzielenie liczby

A/ E 8, ponieważ
j liczby c, że a

na znalezieniu takie,
|

:

ówimy, że wielomian w jest podzielny przez wielomisą
72 =8-9, Podobnie m

q £ 0, jeśli istnieje wielomian p taki, że w =P" q-

Przykład 1

(13 +51? +62): (143) =2"+4 , ponieważ:

+6r=lr" +2

Dzielenie wielomianów wykonujemy podobnie jak
dzielenie liczb naturalnych Dzielenie liczb

naturalnych
Przykład 2 57319 : 13 = 563
Wykonaj dzielenie (34 2 —4):(1x +1). Sprawdź

,

—65
otrzymany wynik 81

(317 -1-4):(r+1)=31—4 —T8

3a” + 3x 739
—4x1 —4 —39
—47 —4 Ó

0

Poniżej wyjaśniwyjaśniamy, ja CaeJ uny, jak wyglądały kolejne kroki przy wykonywaniu tego dzielenia
% r-4:(1+D) =3r

= 3x , =2 dzie 2 :

31? + 37
ielimy 3x* przez pierwszy wyraz dzielnikaI mnozymy 3x przez dzielnik z + 1

odejmujemy

dziel :imy —4r przez pierwszy wyraz dzielnika

m Ź

Wnożymy —4 przez dzielnik r + 1

odejmujemy

" |

otrzymaliśmy resztę równą 0
prawdzenie: (3x: — 4)(x + p)

!

+ 3x — 47 — 1

Ćwiczenie 1

Wykonaj ie ie
Milanów

?

la lenie wi,j dzielen wielomianów Spraw iż ot5 Z otrzya) [2-67 +8): (r — 4)

b)

many wynik.
c) (2-322 137 — b a-1)(922 +3r 19).37—12): (1-1) ie.ta 58 2

92” +1* -22): (1 +2)

Tak jak iloraz liczb naturalnych nie zawsze jest liczbą naturalną, tak nie zawsze
istnieje wielomian p taki, że w :

q=p. Wykonujemy wówczas dzielenie z resztą.

Przykład 3 Dzielenie liczb
Wykonaj dzielenie (51? + 13z + 11):(1 + 2). Sprawdź naturalnych

752:9 =83
-T2

32

otrzymany wynik.

iloraz równy 5x +3 oraz resztę równą
51: +3)(1 +2) +5.

-51* +10r +31 +6 +5 = 57" + 137 + 11.

Przykład 4

Wykonaj dzielenie

2-5
1r—13

51 otrzymaliśmy resztę równą 35

Sprawdzenie:
l

Ćwiczenie 2
|

Wykonaj dzielenie wielomianów. Sprawdź otrzymany wynik
712+7r — 16):(1 +4)

a) (a? — 8z + 19) : (1 5) c) (z' + Ta” + 1:

b) (4a? +61 +7): (22 +1) d) (3x* + Tr?—4x):(31—1)

:
: e że REA

e, że wykonując dzielenie wielomianu w przez dwumian aZwróćmy uw:
swien wielom ian p oraz resztę 7, która jest liczbą

otrzymujemy jako iloraz p«



1. Wielomiany

Cwi”
w po taci wlx) = p(a)ą() + r, gdzie wie

; w post:
!

zielenia W

lomi
i lan

Tani sJomian U ż :
h

)
ie

Zapisz wie lon ielomianu w przez dwumian q.
P Jest

ilorazem, a 7 resztą z d

|q(a) TP
ą

i, qz)=*T*
z, gg) =T" l

a) wa) =
b) w(2) =

c) wl) =7
d) w(a) = 31" — 12 +9r-1, q)=T*

SJenia wielomianu w przez dwumian q jest równ
:

,

a zeru, |

st podzielny przez dwumian q.Jeśli reszta z dzie )

mówimy, że wielomian w Je

zanaom1. Wykonaj dzielenie wielomianu w przez dwumian q. Czy wielomian u j
»

x
© Jest

podzielny przez dwumian q ?

a) w(x) =2x* - 5x — 12, q(2) =x —4

b) w(x) = a* 2 +37 —-4, qlx) =

c) w(x) = -21' + 31? +6, qz)=x1—-3
d) w(1) =4r* +81 +47 —9, qla)=x1+*
e) w(x) =22*- 12 +31 —4, qrz)=z2-1

p Wykonaj dzielenie wielomi
I j dzielenie wielomianu w przez dwumian q. Zapisz wielomian w

w postaci w(2) = p(z)q(2) + r.

a) wlz) = qla) =
+32 +7, q2)=1+3

—4
b) w(zx)

c) wlz) =; qla)=1—1
d) w(2) =2%+87%4+ 117 — 4, q(2)=1+6

+72 +31 -2, ale)=s+1
-143, g(a) =z— .

e) w(x) =2z*
f) w(x) =

Wykonaj dzieleniYkonaj dzielenie wielomianu w prze:
=pl2)qą(x) + r.

415 +82 4 41 —9
b) w(2) = 313 +5

9,

w postaci w(z)
z dwumian q. Zapisz wielomian w

a) w(z) =
2

2" -22+7
c) wz) -63, -;wlz) = 67" + 572 =d) w(2) = 234 4x2 _ s

4. Sprawdź, czy dzielenie zostało wykonane poprawnie
1) (-22*+3x 121—9): (2—3) 217—-31 +3

b) (-32* + 747 +61 6):(1—3) ir”—Dr + 2

c) (32*—8a*+4a? +21—2): (1—2)£3a?—22 l

d) (21*—2?—42? +47—4):(7 —- tr +8

Dla dowolnych wielomianów wi q, gdzie q nie jest wielomianem zerowym,
możemy wykonać dzielenie wielomianu w przez wielomian q. Jako iloraz
otrzymujemy pewien wielomian p oraz resztę r. Reszta r albo jest wielo-

mianem zerowym, albo zachodzi zależność: st (r) < st (q).
e twierdzenie,

Dla danych wielomianów wi q, gdzie q £ 0, istnieją wielomiany p ir
takie, że:

w=p-q+r
oraz r = 0 lub st (7) < st (q).

Przykład
Wykonaj dzielenie (223 +81 — 1): (7 +1 +3).

+02? +81 — 1): (+1 +3) =2r -2
+ 2a? + 6x:

2 125 —1

—2r —6

(2a*

lr+5
Otrzymaliśmy resztę r(a) =41 +5, czyli zachodzi następująca równe

973 +87 —1 = (2r—2)(* +1 +3) + (dz +5)

Zauważmy, że reszta jest wielomianem stopnia pierwszego.

5. Wykonaj dzielenie wielomianu w przez wie

w postaci w(x) = pla)qte) + r(3):

a) w(x) =- 319—1? +31 — 4, qlz) = a2—4

b) w(x) =

c w(1) =" + 6,

d) w(a) = 4a" — 22 +3,

Jomian q. Zapisz wielomian w



*1.8. Równość wielomianów

«me. gdy są zerowe lub gdy mają ten sam stopień ;

Dwa w jelomiany są równe, 50) %% : k

1] maj
wss h samych potęgach zmiennej. Ją

równe współczynniki przy tyc

zystu że wielomian w(1)=3a?
4 e parametru a, że wielomi: zaiCzy istnieje taka wartość paranie tru a EL sz

;
: zjest równy wielomianowi u*

J A

2 ian Y. = Bt:1 c) u(r) = 93?
1) u(1) = 61" - 2 +5 b) u(2)

) u(x) gk t
Przykład 1

Dla jakiej wartości parametru m prawdziwa jest poniższa równość?

(31 +81? — 5x —6) : (z-+m) = 327 — 2-2
Chcemy sprawdzić, dla jakiej wartości m zachodzi równość wielomianów:

«
2 z * *, «

31% +81 —5r —6 = (3a? — r — 2)(a + m)

Wykonujemy mnożenie:
2

(AsE
HL

PY
YW

PA 358.1 mm(31 -1—-2(x + m) = 32* + 3maŻ — x — ma — 22 — 29m =

a s m 2
= 3x" + (3m — 1)a* — (m + 2)r — 2m

Aby wielomiany: 31?+8x? — 5 3
oraz 31?+(:

:| y: sz +8z* 57 -6 oraz 32* + (3m — 1)a? — (m + 2)a —2m
były równe, spełnione muszą być równości:

3m—-1=$ współczynniki przy 1? muszą być równe

"PCE minólczynniki2 5 współczynniki przy r muszą być równe
—2m = —6

2 == WYTaZY wi
, ZE

ś 56 yrazy wólne muszą być równe
Wszystkie trzy równoś

*d =szystkie trzy równości sąj śni
) ś s e OŚĆ. rawdzią Jednocześnie prawdziwe dla m=3

Przykład 2
Wyznacz wartość parametru a tak, a

i g(2) = ar — 1 był równy
byiloczyn wielomianów flo) =az =

Wielomianowi h(1) — 922

W yznaczamy iloczyn /-g: ef(2) -g(z) = (a7 —4)(az — 1) diz 13 kas = aa — 5ar +4
T)*g(x) = 2x? | p

równe w

Aby wielomiarw" ny f(
równe, muszą być

—5az +4 oraz h b s ;

sz
0)

: | ;) = 92? ; były
spółczynniki (x)=9x? + 152 + 4 był)

Ynniki przyty2
ch samych potęgach, czyli:

a” =9, stąd a —

YCh pOvęg )

-3luba =3
Obie równa zla =równości są Jednocześnie speł s sv%Peimione dla a —

1. Wieloniany

Ćwiczenie 2
Dla jakiej wartości parametru m prawdziwa jest równość:

2 KH

> »

a) (a—2x 5r +2) : (x m) = z +
b) (a* —: 231: +60): (z-m)=42+2%r-—15?

Ćwiczenie 3

Dla jakiej wartości parametru m iloczyn wielomianów
fi g jest równy wielo-

mianowi h?

a) f(a)=r-m, g(a)=2+T, hk(r)=2*+41 -21
b) f(x) = sma —-2, gla)=1+2m+1, h(a)=12*+

c) fa)=mr+1 gla)=z 2m, h(r)=28 3x +1

ZADANIA

1. Dla jakiej wartości parametru a prawdziwa jest równość:

a) Ś—-r-1-l5= (a*+ar+5)(r—3),

b) a* + 12 —17r -20 = (1? +ar — 5)(1 +4),

c) 2a? — it? — Tr + 18 = (22% + ax + 9)(a + 2)?

2. Dla jakich wartości parametrów ai b wielomian u u — w jest wielomianem

zerowym”
3

Łar+b w(z)= —2" +

a) ula) =--1 +4,
b) u(x) = 2ax + b v(a)=a"-12, w(a)= r? — 617 +51

3. Dla jakich wartości parametrów ai b prawdziwa jest równość:

a) —a + 52*- 1248r —15=(-1+ ax? + br +3)(1—5),

raz? + bz +3)(x — 1),

Ta +3 = (22* + ar? + br + 6)(1 + ży?

4. Przedstaw wielomian w jako iloczyn dwóch trójmianów kwadratowych

o współczynnikach całkowitych.

ll

*c) w(a) =

*d) w(1)

 



36

*1,9. Twierdzenie Bózouta

omianu w przez dwumian 2 — a, otrzymujęjelenie wiel e: :

i interesuje nas tylko reszta z dzielenia
Czasam

my il,
Wówcy,

205

Wykonując dz

resztę 7

raz p oraz :

ąpić jak w poniZ szym przykładzie.
postmożemy

Przykład 1

Oblicz resztę Z dzie

7-4

ri je (2) = z 5
pr

„lenia wielomianu w(ą s" 5 przez dwumnią
u!

Wielomian w zapisujemy w postaci w(1) = p(2)(z — 4) + r. Dla 1 = 4.

w(4) = p(4)(4 — )+r=0+r=r
Obliczamy resztę z dzielenia wielomianu w przez z—4:

r=u(4)=1-4+ 2 3:4—5=8--16 —12 —

TWIERDZENIE O RESZCIE

Jeśli r. jest resztą z dzielenia wielomianu w przez dwumian z — a, to
r =w(a).

Ćwiczenie 1

Udowodnij twierdzeni szci s! t € 0:

IJ twierdzenie o reszcie, korzystając z Ż i iZCIe, korzys tając z tego, że wielomian w m. żna
przedstawić w postaci w(r) — PleJz—a)+r

Przykład 2

Oblicz resztę z dzi
a wiej

u = Za" 32
Z resztę

z dzieleni; €
.

j1 W lomianu wz) 2? 3
2 mie sz eke j

— r +5 przez yumian
2, nie wykonując dzielenia

z + 5 przez dwumi

r=w(-2)= 3.(_9y2 «

|

32% -(-2)+5=-164+12+2+5=3
Ćwiczenie 2
Oblicz resztę z dzie lenia wielomi
leni; a wielomianu w prze z dwumian q, nie wykonując dzie-

a) w(a) =
3

ay z qa)=z-1WS. s" 3

d) w(z) = 15, A * a) =24"ti-146 (a)'W=r42
Wielomiany

Rozważmy przypadek, gdy reszta z dzielenia wielomianu w przez dwumian
r—a jest równa zeru, czyli gdy wielomian w jest podzielny przez dwumian
r—a. Mówi o tym poniższe twierdzenie

TWIERDZENIE BEZOUTA

Liczba a jest pierwiastkiem wielomianu w wtedyi tylko wtedy, gdywielo-
mian w jest podzielny przez dwumian x — a,

Zwrot „wtedy i tylko wtedy, gdy” w twierdzeniu Bóezouta |czyt. bezu] oznacza, że

jednocześnie prawdziwe są dwa zdania
tkiem wielomianu w, to wielomian w jest podzielny przezJeżeli liczba a jest pierwi:

dwumian r—a

Jeżeli wielomian w jest podzielny przez dwumian 1—a, to liczba a jest pierwiastkiem
wielomianu u

Dowód
Załóżmy, że liczba a jest pierwiastkiem wielomianu w, czyli w(a)=0. Jeśli podzielimy

wielomian w przez dwumian z—a, to otrzymamy wielomian pi resztę r

w(a plec —a) +1

Podstawiamy r=a
w(a) = plalla—a)+r=1

Ale w(a)=0, więc r O, co oznacza, że wielomian w jest podzielny przez r—a

Załóżmy teraz, że wielomian w jest podzielny przez dwumian r—a, « zyli istnieje taki
wielomian p, że w(1) plr)(r—a). Wówczas w(a)=pla)la - a) = 0, czyli a jest

pierwiastkiem wielomianu u
Przykład 3

s : sy” ;

Który z wielomianów: w(2) = 1'+2
x?

-3r—-10 czy u(r) = 2*-51*+2r-6,
jest podzielny przez dwumian £ —

w(2) =29+2-2-3-2-10=8+8-6-10=0, zatem wielomian w jest
podzielny przez dwumian x—2

u(2) =2* -6=8-20+4-6=—-14 70, zatem wielomian u

9
nie jest podzielny przez dwumian 1 — 2

Ćwiczenie 3

Sprawdź, czy wielomian w jest podzielny przez dwumian q.
3r +1, gq(a)=x-1$:—a) wlz) = w

b) w(x) =

c) w(1) = -a* +1* +312+ 11, qa)=1-3
d) w(1) = 14 +81? +21 +16, q(a) =



omość jednego Z pierwiastków wi,
adkach znaJ "lomiany,

: kd oP" :h pjerwiast ków lm

lezienie pozostały 11 I
liwia znale 2. Liczba a jest pierwiastkiem wielomianu w. Wyznacz jego pozostałe pier-

Przykład 4 | , zy ; „sm wielomianu w(x) w i7* + po
wiastki. Rozłóż wielomian w na czynniki

Liczba 2 jest pierwiastki m ssa a
pre i

|

"

Wyzn, a) w(a) 14

„wiastki.
My | czym

jego pozostałe pierwia: tki |

t

:
; x SA s

b) w(a) aLiczba
2 jest pierwiastkiem wielomianu w, więc na podstawie twi

3 :

mia i i i
lerdz wr 9 + De +? gase dzenia c) w(x)=a 2x llz +20, a 5

Bózouta wielomian ten można prz

1-447 +0 +6=plr)lr 2) 3. Sprawdź, która z liczb: —1, 1 czy 2jest pic rwiastkiem wielomianu w. Wy-

kaemy 99 A dzielenie:
znacz pro Ds tego wielomianu.

a) wl) B-1-5 6 wicWielomian p znaje

(13-442 +1 +6): (1-2) =" —2r —-3

4.

b) wl) = +m+1-6, qa)=1-2
c) wle) = m2a +rz+T, ga)=s+1

0 5. Sprawdź, nie w ykonując dzielenia, czy wielomian w jest podzielny przez

;:+6=(1"-2r-3)(xr — 2).
wielomian u.

Pozostałymi pierwiastkami wielomianu w są pierwiastki trójmianu kwadrat
9% GQ s :

= A

Ć adrato- :Rs ==" -

b) w(a1) = Ta" - 612 +32 +1, u(1) =

c) wl1) = 4x* + 1 — 191? — 42 + 12, u(2) = (9 (r + 2)1 2

Zatem a* — 41”
3 _4124+51-3, u()=(1- le + 3)

wego 1”

| Jeśli liczba a jest pierwiastkiem wie-
Ćwiczenie 4 |

lomianu trzeciego stopnia w, to po-

zostałe pierwiastki tego wielomianu

po te : istnieją) możemy wyznaczyć
* następujący sposób:

aso aka 1. Dzielimy wielomian w przez dwi-

TED — 8, a = —4 mian z — a.

Jeśli q jest wielomianem drugiego stopnia, to wielomian w można przedsta-

wić w postaci w(x) = pla)q(r) + ar + b, gdzie a+ b jest resztą Z dzielenia

wielomianu w przez wielomian q.
Liczba a jest pierwiastkiem wielomianu
w. Wyznacz j

"go pozostałe pierw
Rozłóż wielomian w na czynniki

bye 8 Ę , , : m | |

W(T) =P + la=1 _ Otrzymany iloraz jest trójmianeń 6. Wyznacz resztę Z dzielenia wielomianu w przez:

akad le=$ s” zę ak a) (1 —3)(r+ 2), jeżeli reszta Z dzielenia w ielomianu w przez dwumian

a ETa i ci TA iwumian z
+ 2 wynosi —3

z viiastkami wi i J zd
"_

3 wynosi 7,
a przez dwumian 7-7 3,

"+18, a =3
wiastkami wielomianu w. Wyznacze-

z—3 wynosi 7, a prz u Tamyte pierwiastki. b) _ 3x +?, jeżeli reszta Z dzielenia wielomianu w przez « wumian

sa LE
j

i <zez dwumian T — 2 wynosi 3."="esewynosi —1, a przez dwumian 9? ">ek ielenia wi
i w przez wielomian u, nie wykonując

dzielenia
ę z dzielenia wielomianu 1

jąc
7. Oblicz resztę z dzielenia wie lomianuwF

| w przez dwumian q, nie wykonu* z| ? ! dzielenia.

a) wl) =
=

ao £ syst 7-335 LI; u(a) = (2 + DA 2)

b) w

+51 —6 S

a) w(x) = 1 33x +1 l

wiz) = _9,4
j q(x) =r+1

. 201027 | 3

b) w(x) = 2 T
) w(27) =LZ934 4.2 4-5 gl) =7-9 (1- ie 1(S2

M" 477 414
4 s ue =:

' qa)=7z— 1.9. Twie e Be
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etryczne kąta ostrego W trójkącie
Funkcje trygonom órzenie
prostokątnym - posz

- test katem ostrym trójkąta prostokątnego, to B

Jeśli a. JES* mek długości przypro-
i sąta azywamny Stost

sem kąta a nazy ) Laed j b o tego kąta do długości
stokątnej l€

przeciwprostokął nej.
żącej naprzeciwk

s
a

sina = 7
z A b C

Podobnie możemy zdefiniować cosinus, tangens I cotangens kąta a:
b a

s _b
Cosa = > tga = 7: ciga = z

1. Sprawdź wartości podane w tabeli, UE 3
korzystając z poniższych rysunków.

=sm a
Cosa

1

| SA JĄ tga
2 )

/ 60 ctga
IE

p », at 7 ye Śr. eli r
ŻPodaj wartości funkcji trygonometrycznych kątów ostrych trójkąta

prostokątnego o podanych przyprostokątnych.
a) 3, 4 b) 9, 12 c) 5, 12 d) 1,2

w W trójkącie prostokątny
'

ójkąc ie prostokątnym dana jest długość przeciwprostokątnej c oraz
sinus kąta ostrego a. Oblicz długości przyprostokątnych
a) c=10; sina =$ LL

sina=5 b) c =25, sin a = 0,28
4. W trójkącie prostokątnym dz any jest tangens kata ostr az dł

s bok
s YJ : 1 ostreg , dłu-

gość boku a leżącego e 8 ąta ostrego « oraz
ciwko kąt; i Ó ójkcądi

Wyznacz sina i cosa.
ko kąta a. Oblicz obwód tego trójkąta.

a) tga =2,4.a =10
5. Uzasadnij, że pod

trycznymi kąt,

b)iga=fa=2
any związek z; s

9 zek zachodzi miedzy funkciami trve 1-

a ostrego a.
niędzy funkcjami trygonome

a) tga = ina
Cosa c) tga-ctga =1

3. Funkcje t

fygonometryczne

*3.1. Funkcje trygonometryczne
dowolnego kąta

Dla uproszczenia obliczeń, kąty umieszcza się często w układzie współrzędnych
w ten sposób, że początek układu jest wierzchołkiem kąta. Jedno z ramion

kąta, zwane Jego ramieniem początkowym. zawiera się w dodatniej półosi
OX. Drugie ramię będziemy nazywać ramieniem końcowym. Kąt odłożony
jest od ramienia początkowego do końcowego w kierunku przeciwnym do ruchu
wskazówek zegara.

Y| |! y

b
TAC | 1357

"|
X o| X

|

Ćwiczenie 1

Oblicz wartości funkcji trygonometrycznych kąta a,
jeśli do jego ramienia końcowego należy punkt (3.2).

Ćwiczenie 2
Oblicz wartości funkcji trygonometrycznych kąta a, jeśli do jego ramienia

końcowego należy punkt P.

a) P(3,4) b) P(6.8)

Jeśli P(1,y) jest dowolnym punktem leżącym na ramieniu końcowym kąta

e) P(V3.U) d) P(3,3V/3)

ostrego a, różnym od początku układu współrzędnych, to:

sina =, 20, Y

r ,

r a

P(x.y)
cosa ==, ctga ==, y£0

r y

gdzie r = |OP| = /* + y”.

Podane powyżej wzory służą do zdefiniowania funkcji trygonometrycznych

dowolnego kąta c € (0%; 360*). Na rysunkach poniżej ramię końcowe kąta leży

odpowiednio wII, Ii IV ćwiartce układu współrzędnych.



EFINICJA men" Z 5 rermnieni r:DEN=" ijym punktem leżącym na ramieniu końcow.
sia ” ln

* „.y) będzie dowo l Ares C adu
współrzędnych. Wtedy:|

nym od początku układu ws

Ń

ym

tga =
Z. 2 zależy wyłącznie od położenia ry

amlienią
funkcji

e stosunków:

a nie zależy od wybUwaga. Każdy z ry s
k kąta ru punktu P. Nie określamy wartości

ońcowego kąta

tangens dla 90* i 270? oraz funkcji cotangens dla 0”, 180” i 360”.

Przykład 1 UOblicz wartości funkcji trygonomet rycznych kątaa, jeśli do
, "KIA M

> z

ramienia końcowego tego kąta należy punkt P(-3,4).
If 3

|
tga=l=-i, ctga=i=—1

r=y(-3)+4 = V25=5, zatem sina = 3, cosa = —3.

Ćwiczenie 3

Oblicz wartości funkcji trygonometrycznych kąta a, jeśli do jego ramienia
| końcowego należy punkt P. Przedstaw ten kąt na rysunku.

|

a) P(-4,3) b) P(8, —6) c) P(-1,-3) d) P(-2, -6)

|

Przykład 2

| Obl icz wartości funkcji trygonometrycznych kąta 150
| Zauważmy, że 1507 = 90% + 607,

| Rozpatrzmy tróżkat s| KORDA zy trójkąt równoboczny POA (ry-sunek obok) o boku długości 1, wówczas:
| IOP|=1_ |PP'| -

] Zatem punkt P eż :
/a t żący ieni|
;

p P należący do ramienia końco-
| wego kąta 150 ma współrzędne (-a stąd:

9.150 = "ons 1Bgr =pz tg 150* = —8, ctg150* = —/3
|

Cwiczenie 4
Oblicz wartości fi

z ści funkcji trygo| © Ygonometrycz -l ky g Ycznych podanego kąt;| b) 225? e| c) 210*
1" 122 3 Funkcje try

|

YgoNoMetryczny

W zależności od tego, w której ćwiartce układu współrzędnych położone jest
ramię końcowe kąta a, wartości: sina, cosa. tga i ctga są dodatnie lub
ujemne.

Ćwiczenie 5

Uzasadnij, że:

a) sina > 0 dla a € (0%; 180%),

b) cosa > O dla a € (0%; 907) U (270%; 360

c) tga > 0 dla a €(0%:90%) U (180%; 270%),

d) ctga > Odla a € (0%; 90) U (180%; 270%).

ZADANIA

dla a € (90%; 180*) 1 dla a € (0';90')
) ina>0

cosa<0 osa>0

tga 0 t ' (

ctga < 0 ciga>0

dla a € (180'; 270”) |Jdla a € (270; 360")
sina<0 sina <0

cosa < 0 +>0
0 tga <0

0 ctga < 0

=

końcowego należy punkt P
a) P(5,12) b) P(-5,-12) c)

2. Uzasadnij, że jeśli punkt P(r,y) na-
leży do okręgu jednostkowego o środ-
ku O(0,0) oraz leży na ramieniu

kątaa, to: r = cosa, y = sina.

3. a) Na rysunku obok przedstawiono
okrąg jednostkowy z zaznaczonymi

punktami: Py,.... P,.
że punkty: P;, P3, P5;, P; należą do

Uzasadnij,

tego okręgu.
b) Podaj miarę kątaa;, do którego

ramienia końcowego należy punkt

Braas 0:1: IE

c) Przerysuj poniższą tabelę do zeszytu i ją uzupełnij.

Oblicz wartości funkcji trygonometrycznych kąta a, jeśli do jego ramienia

P(/3,-) d) P(-V3.1)

Okrąg o promieniu 1 nazywa-
| my okręgiem jednostkowym.mono"

P( Ś



4.

5.

)blicz : ||

5 os” 135 b) tg 135 t

sin” 45 + cos '-

ostkowym którego Śro,

ku układu współ
punktów

a) Na okręgu Je di

dek leży w począł
rzęd-

nych, zaznaczono dwanaście
e: : Owe

„onych przez ramiona końcow
wyznacz I

kątów
i są wiełokrotno-

kątów których miary Są
wielokro!

|: , ZE
ciami 30 (rysunek obok). Podaj współ-

„Pu.rzędne punktów: P..
b) Przerysuj poniższą tabe Ję do zeszytu

i ją uzupełnij, korzystając Z rysunku.

IE;
| sina

”
60%

|

120 50

cost =
tga

Oblicz

a) sin 1207 + cos? 150 c) cos 330" + tg 120” tg 330

cos” 150* tg 210% tg 135
sin” 150*+ cos? 210

cos 120 g 150
b) tg1 d)

/

której ćwiartce układu współrzędnych leży ramię końcowe kąta a, jeśli:
sina > 0 i cosa < 0. c) sina <0 i tga > 0,

)tga <0 i cosa > 0, d) cosa <0 i sinacosa > 07

| B
Ośmiokąt foremny umieszczono w ukła-
dzie współrzędnych tak, jak na rysunku
obok.

a) Oblicz długość boku tego ośmiokąta
b) Oblicz wartości funkcji trygonome-
trycznych kąta POA oraz kąta POC.

Punkt p( /6+V2 V6-v3
4

'
l

sina i cosa, jeżeli:
) leży na ramieniu końcowym kąta 15%. Oblicz

a) a = 165", ba= 1959, e) a = 3459 d) 759= 345", a= Tv".

*3.2. Kąt obrotu
Wżyciu codziennym często
spotykamy przykłady obro-
tów. np.: obrót koła (ro-

weru. samochodu itp.) czy
obrót wskazówek zegara
Niech półprosta OA po-
krywa się z dodatnią pół-
osią OX układu współrzęd-
nych. Kątem obrotu AOB nazywamykąt, o jaki
należy obrócić półprostą OA wokół punktu O, aby
pokryła się ona z półprostą OB. Półprostą OA
nazywamy ramieniem początkowym kąta obrotu,
a półprostą OB

Uwaga. Zamiast „kąt obrotu” będziemy krótko mówić „kat”

Przyjmujemy, że:

ramieniem końcowym.

dodatni
kierunek
obrotu

ujemny
kierunek
obrotu

dodatni kierunek obrotu jest kierunkiem przeciwnym do ruchu wskazówek

zegara,
ujemny kierunek obrotu jest kierunkiem zgodnym z ruchem wskazówek ze-

gara.

4 Ć

A 30

4Oo X

Półprosta OA po obrocie
o 30* wokół punktu O po-
kryje się z półprostą O A:

Półprosta OA po obrocie
o —30" wokół punktu O po-
kryje się z półprostą OB;

x Yt
sz :yć Jm139 150* |

*|
4

Półprosta OA po obrocie
o 150* wokół punktu O po-
kryje się z półprostą 04a

(6 KEssak |

Półprosta OA po obrocie
o 210% wokół punktu O po-
kryje się z półprostą O A3

Półprosta OA po obrocie
o —150* wokół punktu O po-
kryje sięz półprostą OB

Półprosta OA po obrocie
o —210' wokół punktu O po-
kryje się z półprostą OB3



1 obok. Pół-Przykład 1 pRozpatrzmy kat AOB przedstawiony na ryś
unki >rosta QA pokryje się Z półprostą OB nie tylko po obrocie

JOSIE / A
Ę 1 i. : swokól początku układu współrzędnych o kąt 45”, ale również

po obrocie na przy kład o kąty:
d

360% + 457 = 405 (-1) - 360* +
45" = - 315

92.3607 + 45% = T65 (-2) - 360% + 45? = —675

3607 + 45 2 360% + 45 (-1) 360” + 45 (-2) - 360” + 45

Ogólnie, aby półprosta OA pokryła się z półprostą OB, należy obrócić ją
wokół początku układu współrzędnych o kąt równy k- 360” + 45”, gdzie kjest
dowolną liczbą całkowitą.

Kątyo mierze k + 360” + 45”, gdzie k € C, mają więc wspólne ramię końcowe.

Ćwiczenie 1

Podaj, o które z podanych kątów można obrócić półprostą
OA, aby pokryła się ona z półprostą OB (rysunek obok).
3907, 7507, 1100?, 1470*, —330?, —690%, —1050?, —1400

Przykład 2
Zapisz miarę kąta w postaci k - 360? + a, gdzie a € (07: 360 ) oraz k EC.
a) 14007 = 3 - 360” + 320

b) 73010' =
c) —700* = —2 - 360? + 20

- 360* + 10%10' d) —1080* = —3 - 360* + 0

Cwiczenie 2

apisz miarę kąta w postaci k- 360" + a. gdzie a € (0*; 360%) oraz k € C
e) 1439%30/

f) —1079*25/

a) 850 c) —695*z „ og
b) 1413

g) —710%15
1) —35x DO h) 630920'

Podane w ipoprzednim rozdzi: Som
uogólnić

: n rozdziale definicje funkcji tryg ;

1ogólnić na dowolny kąt a + k 360%.

«u
J! trygonometrycznych można

Y
ką

- 360%,
j

gdzie a € (0%: 360”) oraz k € C.

Dla kąta a + k - 360* takiego, że a€(0 :360") i k € C, definiuj, definiujemy:
sin(a + k - 360%)=sin a
cos(a + k - 360%) = cosa

tg(a + k - 3607) = tga dla a ź£ 907 i a £ 970
ctg(a + k - 360”) = ctga dla a £ 07 i a + 180

Przykład 3

Oblicz wartości funkcji trygonometrycznych kąta 4207.

120% = 60" + 360”, zatem:
No — si n tg 420 = tg 60" = 3

cos 4207 =cos 60* = Ą ctg 420? = ctg 60* = X
2 3

Ramię końcowe kąta 420

Przykład 4 pokrywa się z ramieniem

sze .

końco: kąta 6!

sin 750? = sin(2 - 360? + 30*) = sin 30 E ikke
tg(-1035*) = tg(-3 - 360” + 45?) = tg45* = 1

Ćwiczenie 3

Oblicz.

a) sin 405 c) sin 1125 e) tg 1500 g) cos(-690*)

b) sin 780 d) tg 765 f) tg(-330*) h) cos(—1035")

ZADANIA

1. Zaznacz w układzie współrzędnych położenie ramienia końcowego kąta a.

a) a =315 c) a = 570 e) a = —2130

f) a = 4260
b) a = —120 d) a = -1305

2. Podaj miary kątów, do których ramienia końcowego należy punkt P(1, —1).

3. Do końcowego ramienia kąta a należy punkt P(3,3V/3). Wyznacz a, jeśli:

a) a € (0%; 360*), b) a € (1080%; 1440”), c) a € (-360%:0").

4. Czy punkt P(-V3, 1) należy do ramienia końcowego kąta a?

a) a = 150 c) a = 510 e) a =2310

b) a = —210 d) a = 930 f) «=-1210



kąt a pokryła się
brocie © :

z PR De , Wyznacz mla-

z półprostą OB (rysunek obok). WS

rę kąta a, jeśli: . j

a)a€ (07: 360"), cja€ (1080 -
1440”),

b)a€ (360; 720”), d)a€ (-1080% =T20"):

6. Oblicz. | "
a) sin(-330') e) cos 1140* i) tg(-720*) ma
b) cos(-675") f) tg(-660*) j) cos(-1080*) oz|c) sin840* g) sin 810* k) sin 630? 9 s.d) tg(-300*) h) cos 900* I) tg(-180*) p) ctg 7502

7. Wyznacz kąt a taki, że:

a) sina = 4 i a € (360%;450*),  d) tga =—1 i a € (360%; 540*),

b) sina = 4 i a € (1080';1170*), e) tga = -B i ae (7207; 9007)

e) cosa = i a€ (720%;810*),  f) tga = V3 i a € (-360% -270')

8. Podaj. dla jakich kątów a:
a) sina = 0, b) cosa = 0, e) iga=0; d) ctga = 0.

Wskazówka minutowa zegara ma
długość 10 cm. Oblicz, jaką dro-
gę przebędzie punkt na końcu tej
wskazówki w czasie:

:

a) godziny, c) doby,
b) 250 minut, d) roku.

. Wskazówka godzinowa zegara jest
o 25% krótsza od wskazówki minu-
toma. Punkt na końcu wskazówki
pUmutowej przebył drogę 36 cm. Ja-

w tym samym s

był punkt na końcu es:dzinowej tego zegara? o

*3.3. Miara łukowa kąta
X

O X o Xx

Kąt pełny Kąt półpełny—Kąt prosty >

Miarę kąta zwykle podajemy w stopniach. Gdy potrzebna jest większa do-
kładność, posługujemy się minutami oraz sekundami.

Aby określić miarę łukową kąta a, kreślimy z jego
wierzchołka okrąg o dowolnie dobranym promieniu r.

Miarą łukową kąta o nazywamy stosunek długości łu-

ku I, wyznaczonego przez ten kąt, do długości promie-

nia r okręgu.
długość łuku

(ES y="zrdługość promienia
Jednostkę miary łukowej nazywamy radianem, w skrócie piszemy:

'
©

rad.

Miary łukowe kąta pełnego, półpełnegoi prostego są odpowiednio równe:

Y pó Y

— kąt pełny: śzr = 22m

4
1 -2mr

- kąt półpełny: == R o x oi x
1.2mr

I zZkąt prosty: + = 5

Ćwiczenie 1

Podaj miarę łukową kąta AOB, jeśli:

ajn=4 I=6; €T= 5, 1= 7 (rysunek obok),

braz l=7; dr=ż l=r.
3.3. Miara łukowa kąta 129



i
ki

ie zależy od dłu- Y

że miara łukowa kąta nie zależ)
że

gdyż L= h (rysunek obok).
:

przykła33
X

śioró
ię okręgiem jednost-

2 | s) Oblicz cos *F.

tępującą definicję:

Zauważmy,
gości promienia okręgu,

dyŻ ry

Zatem wygodnie jest posługiwaćs
kowym. Możemy więc przyjąć nas

9 1
os

ŻE = cos2żT = AN =wo 47=cos(27 + 17) = Cos zm = cos45* =
B s b) Oblicz tg(-5').

ci

luku, jaki ramiona tego kąta wy. tg(-4r) = tg(-4+ 7) =tgT = tgót" =
"srodku w wierzcholku kąta).

|

3 7) =tgT=tg60" = 3DEFINICJA

Ćwiczenie 4
Przerysuj do zeszytu przedstawioną obok tabelęiją
uzupełnij, a następnie oblicz:

.
6 1 3

„m= a) sin 237, d) sin Tm, g) cos(-1Br)

U),
).

b) tg Fr, e) sin(-4r), h) cos(- 3

e) tg 7, f) cos(-Ż7)), i) sin(-2

CJECEJECJ

T

T

w

ZADANIA

Uwaga. Kiedy podajemy miarę łukową kąta, zwyczajowo pomijamy nazwę jednostki.

Zamiast: „kąt o mierze 2r radianów, 3 radianów czy 3 radianów”, mówimy krótko: 1. Przerysuj poniższą tabelę do zeszytui ją uzupełnij.

„kąt o mierze 27, 5,3". w sto) 1 go o o.|TP : .

Przykład 1 Aby wyznaczyć miarę łukową kąta 120”, mo- :

: aizzae : I: = z - - |
W radianach 5 s|* |+|żemy również skorzystać z proporcji:

a) Podaj miarę łukową kąta 120”. Zo
o _2 360772 s ! Ć a

1207 = 120? - sie =2r Stąd 7 =2 — Z Na rysunku poniżej przedstawiono dwie miary kątów: stopniową i łukową.

b) Podaj miarę łukową kąta 1140".
Przerysuj go do zeszytui uzupełnij puste miejsca.

11407 = 1080* + 60? = 3 - 3607 + 4 - 1807 =3-27 + 1-7 = 617 a SU ©
Ćwiczenie 2

$

Podaj miarę łukową kąta.
a) 30% b) 45% e) 79* d) 780? 11915' ©

Podaj miarę łukową kąta.
a) 20% b) 315? c) 765? d) —420*

Ćwiczenie 3
Podaj miarę kąta w stopniach.

= 5) bie dir dr e) Zr
W radianach będziemy również CEC

Podaj miarę kąta w stopniach.

leje ay
y eż wyrażać miarę kąta obrotu. Niech cj i a będą 3 7 18 p -?

ego kąta wyrażonymi odpowiedni : : :
a) qm b) 557 e) 57 d) -77

nach, przy czym 0 € (0*;360*). Dla d
powiednio w stopniach i w radia-

możemy pisać 2km 4a aowolnej liczby k € C zamiast k-360*+01 Oblicz.

a) sin$m—b) cosjm—©) cos r d) tg(-37)

130 3. Funkcje trygonometryczne 3,3. Miara łukowa kata 131
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*3.4. Funkcje okresowe

d x »
s

ri »
3

Fo jażyca: lo nowiu Pełny cykNa h powyżej przedstawiono ki lejne fazy Księżyc pełni do
Na zdjęciac! z

zmian faz Księżyca trwa średnio 29 i pół doby.

pełnia

ZE0%
29.5 59 885,5 _———czas [doby]

rezy Księżyca jest widoczny z Ziemi w ko-Schematyczny wykres pokazujący, jaki procent tarczy Księżyca jest widoczny z Z

lejnych dniach cyklu.

DEFINICJA

Funkcję f określoną na zbiorze D nazywamy okresową, jeśli istnieje liczba
T £ O taka, że dla każdego argumentu 1: € Di dowolnejliczby całkowitej k::

z +kT € D oraz f(x + kT) = f(x)
Liczbę T' nazywamy okresem funkcji.

Na rysunku poniżej przedstawiono wykres funkcji okresowej. Jej dziedziną jestzbiór liczb rzeczywistych. Okresem tej funkcji jest dowolna liczba całkowitaróżna od zera. Liczba ] jest najmniejszym
okresem dodatnim tej funkcji.

Najmniejszy okres dodatni funkcji ( jeśli
istnieje ) nazywany jest okresem podsta-
wowym albo zasadniczym.
Zwróć uwagę, że jeśli T
całkowitą różną od zer

X
jest okresem funkcji f, to każd a liczba k-T, gdzie k jest liczbąA, też jest okresem tej funkcji.

Ćwiczenie 1

Na rysunku obok przedstawiono wykres funk-cji okresowej f. Podaj okre s podstawowy tejfunkcji. Ile wynosi f (100), a ile (1007)?
3. Funkcje trygonometryczne

Przykład 1

Na rysunku obok przedstawiono wykres
funkcji okresowej f o okresie podstawo-
wym 7' = 5. Oblicz f(101) i f(-96).
/(101) = [(20-5+)=f()=2
f(-96) = f(-20-5+4)=/(4)=0 Dla funkcji f mamy:

f(2)= f(z+5)=f(r+2-5)=...
Ćwiczenie 2
Na rysunku przedstawiono wykres funkcji okresowej f. Odczytaj z wykresuokres podstawowy tej funkcji. Oblicz: f(-1U), /(803), f(103).
a) tY bszał / 1 nl:

:

s!
l X.

TT ETNB JE s
Le

Przypływi odpływoceanu Zatoka Fundy w Kanadzie.

ZADANIA

p. zakazana <cji okresowej f: R R1. Na rysunku przedstawiono fragment wykresu funkcji ze f
o okresie T' = 4. Naszkicuj wykrestej funkcji dla z € (-6; 10).

a) ty bi dY c
Br 7 ol 1 x Ol 1 X

3.4. Funkcje okresowe 133 SI



ji vej resieT'= 2, wiedząc, że w prze-
2. Naszkicuj wykres funkcji okresowejf o okresie 7'

V I

dziale (-1; 1) pokrywa się on z wykresem funkcji 9.
: 2 Wsz enć

a) g(1)=|x| b) gle) = r c) g(a)=1-1 d) g(x) = 3a?

3. Na rysunku przedstawiono wy- Y

kres funkcji okresowej f: R > R

o okresie T' = 4.

a) Oblicz sumę wszystkich roz-
ań równania f(1) = 1 nale-

X

b) Oblicz sumę wszystkich rozwiązań równania f(x) = 4 należących do
żących do przedziału (0; 20).

przedziału (0-400).

4. Uzasadnij, że funkcja stała f(x) = c dla każdego z € R jest funkcją okre-
| sową, ale nie istnieje dla niej okres podstawowy.

5. Niech [z] oznacza największą liczbę całkowitą nie większą od r. Naszkicuj
wykres funkcji f(x) = r — [z] i podaj jej okres podstawowy.

Sygnały świetlne wysyłane przez latarnie morskie powtarzają się okresowo,
Charakterystyka światła wysyłanego przez latarnię morską w Gąskach koło
Mielna: światło — 2,5 s, przerwa - 1,2 s, światło — 2,5 s, przerwa — 1,2 s,
światło - 6,4 s, przerwa — 1,2 s (okres - 15 s).

Es =. =15 30 czas |s]
Wartość 1 odpowiada światłu, 0 odpowiada przerwie.

s Naszkicuj schematyczny wykres
przedstawiający charakterystykę
światła wysyłanego przez latarnię
morską:

a) w Helu: światło 5 s, przerwa
5 s (okres wynosi 10s),
b) w Krynicy Morskiej: światło
2 s, przerwa—2 s, światło 2 8;
Przerwa—6 s (okres wynosi 12 s ).

Latarnia morska w Gąskach

134 3, Funkcje trygonometryczneZE=="

*3.5. Wykresy funkcji sinus i cosinus
Funkcje trygonometryczne możemy traktowaćj ako funkcje zmiennej a, gdzie
a: jest dowolną liczbą rzeczywistą będącą miarą pewnego kąta, wyrażoną
w radianach. Wówczas dla dowolnego r € R: sin(r + 27) = sia x oraz
cos(1 + 27) = cosz. Zatem sinusi cosinus są funkcjami okresowymi o okresie
T = 2m. Można wykazać, że jest to ich okres podstawowy.

Dla dowolnegoz € R: sin(1 + 2k) = sin r, gdzie k € C.
Dla dowolnego z € R: osz + 2kr) = oosz gdzie ke .

Wykres funkcji sinus

W tabeli podano wartości funkcji f(1) = sin r dla wybranych argumentów
z przedziału (0; 27).

: ke: res PrszajoazaransrE za | 45 [3-T3 sxa |O|sn] ża] zn |z| 37|7 śr |7 | 3] 15|37 [3x] 3x|zw |4=]2r
i:

ol 1|2|63 || 1 Je | 11 wz s | v3|_f 1 |BUNTY 7 ||| TS]]3 2 2 2 l
2 2 z|9

Na podstawie tabeli szkicujemy wykres funkcji f(x) = sin r dla r € (0; 27).
Przybliżone wartości funkcji sinus dla|Y

innych argumentówniż podane wta-
beli możemy obliczyć, korzystając
z kalkulatora, lub odczytać z tablic
wartości funkcji trygonometrycznych.

Aby otrzymać wykres funkcji f(x) = sinr dla r € R, możemy skorzystać
z okresowości tej funkcji. Wykres funkcji sinus nazywamy sinusoidą.

LeBR 3% NF"
Własności funkcji f(a) = sin z:
a) dziedziną jest zbiór liczb rzeczywistych;
b) zbiorem wartości jest przedział (-1; 1);
©) jest funkcją okresową o okresie podstawowym T' = 27;

.

d) wartość najmniejszą —1 przyjmuje dla z = 3x + 2km, gdzie kecG;

e) wartość największą 1 przyjmuje dla z = 5 + 2kr, gdzie ke G;

f) wartość O przyjmuje dla a = kr, gdzie k € C.

2?
«|

3,5. Wykresy funkcji sinus i cosinus 135 (em Am_..—oewww



4 . koi — sin
r jest każdy punkt o współrzęd-

srodkie: „metrii wykresu funkcji f(x) = sin? Jes .
Ę

Środkiem symetri unkt O(0,0) prawdziwa
nych (k7,0), gdzie k € cw szczególności jest nim f

+Y f(x) = sin.asnosjest więc poniższa wł

Dla każdego 1: € R:

sin(-x) = — sin r

Ćwiczenie 1

a) Podaj wartość sin(—75")J , jeśli wiadomo, że sin 75* =

b) Podaj wartość sin 15 , jeśli wiadomo, że sin(- 15%) =

Osią symetrii wykresu funkcji f(x) = sin a: jest każda prosta pionowa określona
Liar 16 krównaniem 7 =

W szczególności jest nią prosta r f(x) = sin
prawdziwa jest więc poniższa własność.

Dla każdego x € R:

sin(7 — 2) = sin.x

Przykład 1

a) Podaj te argumenty r € (0:27), dla których funkcja f(1) = sin a przyjmuje
wartość

Z wykresu funkcji f(1) = sin x odczy-

; orazdar=7-5=5

Y

l

tujemy, że równość sin 1 = ż zachodzi Kr
=1

b) Podaj te argumentya € (0; 27), dla którycł
wartość —1.

Z wykresu funkcji f(1) = sin: odczy-
tujemy, że równość sinr = —Ż zacho-

dzidar=7+7f= ir oraz dla
= 9 TUT=2n-5= wg"

Ćwiczenie 2

Podaj, dla jakich argumentóws € (0; 27) funkcja f(a) = sina przyjmuje
wartość:

Y3 sa) —_X8 z> b) > c) 5: d) eo
136. 3. Funkcje trygonometryczne

Wykres funkcji cosinus
Ćwiczenie 3

Przerysuj poniższą tabelę do zeszytu i j ą uzupełnij.

Aby otrzymać wykres funkcji f(1) = cosz dla r € R. możemy skorzystać
: : i l

s = z ŻA $ rzystac
z tego, że jest to funkcja okresowa o okresie podstawowym T = 2

|

Wykres funkcji cosinus nazywamy cosinusoidą
| T.

f(x) =cosx

Dziedziną funkcji f(x) = cosz jest zbiór liczb rzeczywistych, a jej zbiorem

wartości jest przedział (--1; 1).
Ćwiczenie 4
Dla jakich a: € R funkcja f(x) = cos przyjmuje wartoś :a) 1, b)0, c) -1?

Oś OY jest osią symetrii wykresu funkcji f(x) = cosz, prawdziwa jest więc

poniższa własne f(x) =cosr

Dla każdego a € R:

cos(-2x) = cos a

Ćwiczenie 5

Podaj równania prostych, które
które są środkami symet rii tego wykresu.

są osiami symetrii wykresu funkcji y = cosr

oraz współrzędne punktów,

Przykład 2
7). dla których funkcja f(1) = cos przyj-

Podaj te argumenty z € (--2m;27

Z wykresu odczytujemy, że cos x = 7

3.5. Wykresy funkcji sinus«cosinus
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Ćwiczenie 6

tów z € (-3m:37) funkcja f(1r) = cosx przyjmuje
rgumentów 7 € |

Funkcję f: Dy —+ R nazywamy parzystą wte-
dyi tylko wtedy, gdydla każdej liczby r € Dy
liczba —« również należy do dziedziny funk-
cji f oraz zachodzi równość:

Podaj. dla jakich a
wartość: 5

Ę 2c) '5>
a) a blz

3 f(-a) = f(xf(x) na dla 7 € R, jest parzysta.om7Wykres funkcji parzystej jest symetryczny względem osi OY
anym przedziale?

d) (0:32)
f(a) = sin. w pod :Funkcję f: Dy — R. nazywamy nieparzystą

wtedyi tylko wtedy, gdy dla każdej liczby

z € Dy liczba —z również należy do dziedziny

1. Ile miejsc zerowych ma funkcja
c) (0:57)

funkcji f oraz zachodzi równość: =Funkcja f(1) = sin r, określo-
f(-2)= —=f(2) nadla z€ R, jest nieparzysta.

— sin x, gdzie 1 € (-2 Wykres funkcji nieparzystej jest symetryczny względem punktu O(0,0).

funkcja f:
3. Naszkicuj wykres funkcji f(x) 27). Korzystając

z wykresu, podaj przedziały, w których
8. Zbadaj parz

a) przyjmuje wartości dodatnie, b) rośnie, c) maleje.
a) f(x) = e) f(z) =xsinx i) f(a) =cosz +

= ; . a m e > l [-g-* y 'orzw: s

b. 4. Naszkicuj wykres funkcji f(2) = cosz, gdzie r € (-1;37). Korzystając b) f(2) 8) f(e) 5 j) fl sine
> OR s

*
: A

) z) = r) =x"sinr 1) ="2 z wykresu, podaj przedziały, w których funkcja f: p

J )

©

| : o? =
a) przyjmuje wartości ujemne, b) rośnie, c) maleje. e) f(a) = sinxcosz g) f(x) = rsin" k) f(r) = rcosx

1 k

d) f(x) = sin" z h) f(x) = -|sinx| 1) f(x) =-a*cosz
5. Ile rozwiązań w podanym przedziale ma poniższe równanie w zależności

od parametru m? s SA a = 5 :

z (0:47)
,

Przybliżone wartości funkcji sinus i cosinus (dla „małych” 1) możemy ob-
a) sm r = m, (U; 4T c) cosz = E

= 4T IS > p z . 0 V

|
a) RZEZI ) cosz=m, (0; 47) liczyć, korzystając ze wzorów (gdzie n! =1-2-3-...-n):
b) sinr = m, (-7;37) d) cosz = m, (-7;37) sins. w";I

! 6. Oblicz sumę wszystkich rozwiązań równania:

a) sinx = 0,7, które należą do przedziału (0; 67),O r : ,
: sA x

b) cos.z = 5, które należą do przedziału (-47; 47). Na przykład: sin 4 = j — śl

7. Objaśnij sposó rzymywania sinusoi Ś ; :

ip a z: mywania sinusoidy, korzystając z rysunku (kątowi x 9, P i
d tu i uzupełnij tabelę

l odpowiada punkt P na okręgu)
. rzerysuj do Z y Ż I)

to
%

| Y
przybliżonych wartości funkcji sinus i co-

| 4Ux
sinus, korzystając z powyższych wzorów.

ł

| l O

138 3. Funkcje trygonometryczne
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ZADANIAB=orozTEZES
f i podajjej miejsca zerowe.

c) f(x) = cos(r — z) e) f(x) = —sin(x —

d) f(x) = cos(x + 7) f) f(x) = =cos(r +

1. Naszkicuj wykres funkcji

a) f(x) =sin(x — $)

b) f(1) = sin(2 + $) ją

ła =

f i podaj jej zbiór wartości.
2 e) f(x) =2 — coszc) f(1) =sinrz -2

f) f(x) = -sinv —3

2. Naszkicuj wykres funkcji

a) f(x) =sinr + 9

b) f(x) = cosz +2 d) f(x) = -sinx + l

3. Naszkicuj wykres funkcji f i podaj jej zbiór wartości.

a) f(1) =sin(1 — 7) +1 ec) f(a) = sin(z + Ż) -2
b) f(x) =cos(1 — 5) -2 d) f(a) = -sin(x-3) +1

4. Naszkicuj wykres funkcji f i podaj jej dziedzinę.

a) fe)=ts(r-3) < f()=tg(r+7) e) fla) =ctg(e+ 3) H1

b) f(a) =tg(r-Z3) d f(a)=ctg(t+3) Ff) f(a)= tglz —$

5. Naszkicuj wykres funkcji f.
c) f(x) = tg(-2)-2
d) f(1) =1 + ctg(-z)

a) f(z)=-tgr+1
b) f(2)=-ctgr —1

6. Naszkicuj wykres funkcji f i podaj równania asymptot.
a) f(2)=1-tg(r-7) e) f(x) =-ctg(r +7) -1
b) f(x) = tg(r + z) —1 d) f(1) =cig(5 - 1) +1

7. Rozwiąż równanie:

a) tg(1—- 3) = s. korzystając z wykresu funkcji f(a) = tg(x —

5).
8. Naszkicuj wykres funkcji / i, korzystając z niego, podaj rozwiązania rów-

nania f(x) = a należące do przedziału (-27;27)

ją

IA

b) tg(z + 7) = 1, korzystając z wykresu funkcji f(x) = tg(x +

a) f(z) = sin (z — 3) a= ż c) f(x) = sin(z + 2), a= s3
b) f(x) = cos(x + 5), a= s d) f(a) = sin(r — ŻE = 3

e Podaj zbiór wartości funkcji f.
a) f(x) =sinr +4
b) f(2) =sinr -3
c) f(x) =cosz — ż

0 fl) =-cs(r-) g) f(a) = sins +1
e) fla) =3 - cosz h) f(2) =1-cos* rBIEL) == Sn. i) f(x) = 24cos*(r+ 7)

3. Funkcje trygonometryczne

*3.8. Przekształcenia wykresu funkcji (1)
Na poniższym rysunku przedstawiono wykresy fi

s nkcji: g(1) = 1 sin r

zielony), f (+) = sin x (kolor czerwony), h(z) =2sin x ia nie ki asan *bieski).

h(x)=2sin z

ypcja
Zauważmy, że jeśli do wykresu funkcji f(2) =sin r należy punkt (19, yg), to do
wykresu funkcji g(1) = jsinr należy punkt (rg. Yo). a do ros funkcji
h(x1) = 2sinx
osi OY, a wykres funkcji h

punkt (29,270). Wykres funkcji g jest „ściśnięty” wzdłuż
„rozciągnięty”.

DEFINICJA

Dla funkcji y = asin z (y = acos. r), a £ 0, liczbę |a| nazywamy amplitudą
wykresu funkcji sinus (cosinus).

Ćwiczenie 1

Na rysunku poniżej przedstawiono wykresy funkcji: f, g i h. Dobierz wzór do
każdego wykresu i podaj zbiór wartości każdej funkcji.

a) f(x) = —1 sin z, g(a) = —sinr, b) f(2)= 5 Cosa, g(a) = cosz,
h(x) = —2sm x h(x) = 2cosx

Ćwiczenie 2

Naszkicuj wykres funkcji f, podajje aj zbiór wartości i amplitudę jej wykresu.
1 roa'aee) f(x) ==5coszc) fa) = 3 sin r ;

0) fla) = -2,5sinx
d) f(a) = -2cosz

a) f(x) =3sinx
b) f(a) =4cosz

3.8. Przeksztakienia wykresu funkcji (1



A
| Przykład 1 RNaszkicuj wykres funkcji f(1) =

3 t8 7-

F Szkicujemy wykres funkcji f, korzy sta-
|

jąc z tego, Że jeśli do wykresu funk-

i ej g(r) = tgr należy punkt (20,%0);

to do wykresu funkcji f należy punkt

(10, żwvo).

| Ćwiczenie 3

Naszkicuj wykres funkcji f.
a) f(r) =Jty r b) f(2) = ictgx

ZADANIA

Przeczytaj informację w ramce,7

Na rysunkach poniżej pokazano, jak z wykresu funkcji y=f(r) ŻJ
J

*

CJI
y

= f(x) możnaotrzymać wykres funkcji y- 2f(x) oraz wykres funkcji y = Lf(x)
ro, 2y0)

P(r0,40)

Jeśli do wykresu funkcji y=f(x) należy
punkt P(ro,ya), to do wykresu funkcji
y=2f(1) należy punkt Q(20, 240)

Jeśli do wykresu funkcji y = f(x) należy
punkt P(x0,40), to do wykresu funkcji

a) f(2) =asinx, P(3.3)
b) f(x) =acosz, P(7, 1)

3. Funkcje trygonometryczne

e) f(x) =atgx, P(-z

v = żf(x) należy punkt R(rg Żyd)

wykresy funkcji: f, g i h.1. Naszkicuj w jednym isclje : Naszkicuj wykresy funkcji: y = 2f(1') oraz y = 1 f(x).
a) f(x) =2sinr, g(a) = 2sin(x — 5), h(a) = 2sin(1 — s ”

je : a) , :)
b) f(z) =3cosz, glx) =3cos(2 +3). h(a) = 3cos(2 + 3) -1 :

Y

oj fiz) = żsin %; gaj jsin(r + 5) h(a)j= ź sin(x + z) +2 /
d) f(a) =2cosa, g(1) = 2cos(x — śr), h(a) = 2cos(1 — śm) —3 1

2. Naszkicuj wykres funkcji f i podaj jej zbiór wartości. : x |

a) f(x) = -2sin(2 — Ż) b) f(x) = —2cos(r — z) —1

b) :

3. Naszkicuj wykres funkcji f. :

a) f(z)=-tgx ©) f(a)=2tg(e+3) e) f(a)=-Ftg(r- LF) l
J

b) f(z)=-zctga d) f(a)=Jte(r-7) Fffla) = -2ctg(1 + z) 1 X

4. Na rysunku obok przedstawiono wykresy
x

ik: fi(z) =ajsin x, falx) = assinr,
Js(z) = asin. Wyznacz: 81, a2, 03. 8. Naszkicuj wykresy funkcji: f, gi h.

5. Naszkicuj wykres funkcji f(x) = acos, a) f(a) = a, g(x) =3/f(a), h(a) = zl)
Jeśli: a) f(r) =—3, b) f(n) =2. b) f(a) = 2*, g(a) =2f(x), h(a) = ż/()

; by, . =
"I Ri6. Oblicz wartość współczynnika a, jeśli e) f(a)= |x|, g(1r) = -2f(x), hla) =- z/ (1)

punkt P należy do wykresu funkcji f. d) f(2)=1+2, g(a)=Ż/(e). kla) = 3/(3)
z

af(r), gdzie a £ 1, mają punkty9. Czy wykresy funkcji y = f(2) i Y

wspólne?
l)

d) f(2) =actgzx, P(4m, -6)3

6'
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+3.9, Przekształcenia wykresu funkcji (2)

sin.r i g(x)=sin2r. Na rysunku
wartości funkcji /(7)

kcji dla 1 € (0; 7
W tabeli pd

sh funk

przedstawiono wykresy tych Funk

"TF. 2 Fmje [37

|_2r |

/
1

X 0
sin 2r l j*

Zauważ. że funkcja f(r)=sin przyjmuje wartość 1 dla x = 5, natomiast

funkcja g(1)=sin 2r przyjmuje wartość 1 dla r=7

Funkcja f(x)=sin przyjmuje wartość 0 dla r: = km, gdzie k € C. Zatem
„ czyli dlafunkcja g(r) = sin 2x przyjmuje wartość 0 dla z takich, że

ź

r = kz, gdzie k € C. Okres podstawowy funkcji g(xr) = sin 2r jest równy 7

ty :ZOZ'l fle) = rz
Wykres funkcji g jest, w stosunku do wykresu funkcji f, „ściśnięty” wzdłuż osi OX

Ćwiczenie 1

Na rysunku obok przedstawiono wykres
funkcji f(x) = sin4r. Podaj okres podsta-

wowy tej funkcji oraz jej miejsca zerowe.

Przykład 1

Wyznacz miejsca zerowe funkcji g(r) = sin Lr i naszkicuj jej wykres.
Funkcja f(x) sin x przyjmuje wartość 0 dla z = kr

:
, gdzie k € C. Zatem

funkcja g(r) = sin 3z przyjmuje wartość 0 dla z takich, że
kEC,czylidlar =2

jest równy 47.

1a = kr, gdzie
2km, gdzie k€ C. Okres podstawowy funkcji g(1:)=sin Ża

tY

Je)=sir
Wykres funkcji g jest, w stosunku do wykresu funkcji /, „rozciągnięty” wzdłuż osi OXągnię dłuż os

3 Funkcje Mrygonometryczne

Przykład 3

'odi Yt( ;

Naszkicuj wykres funkcji f(x) Podaj
| Ik jł |

jej okres podstawowy i miejsca zerowe PENTA ENENI

Okres podstawowy funkcji f jest równy / F.-Malt zł

tg2r=0 dln r=KZ, gdzie k € C L+
+ k : + Fpio)1 ilOkres podstawowyfunkcji y = tgar oraz U

iy = ctgaz, gdzie a > 0, jest równy =

Ćwiczenie 6
Naszkicuj wykres funkcji /. Podaj jej okres podstawowy i miejsca zerowe

a) f(x)=tgż b) f(r)=tg3x c) f(x)=cy
ZADANIA

1. Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj jej okres podstawowyi zbiór wartości.

a) f(x)=3sin 2x e) f(x) = -2sin3x e) J(a)=4cos3r
d) f(x) =3cos f) f(x)=2sin(-3)b) f(x)=Ż cos2x

2. Naszkicuj wykres funkcji /. Podaj jej okres podstawowy i zbiór wartości.

a) f(r) =cos2(7—Z) d) f(x) = 2sin(7—2x)
b) f(z)=sin2(r — 7) e) Jr) = —cos(Z

c) f(x)=2cos(2r—3) f) f(x)=3cos(4x

3. Wyznacz miejsca zerowe funkcji f oraz naszkicuj jej wykres.
a) f(r) = sin rr b) f(x)=cos?rz e) f(x) =3ctg

4. Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj wartość największą i wartość najmniej
szą tej funkcji.

a) f(r) = 2sin(31 + x) + 1 b) f(x)=3cos(21 1) -2

5. Poniżej przedstawiono wykres funkcji f(x) = A sin Br + C., gdzie A. B.C
są pewnymi stałymi. Wyznacz współczynniki: A, B.C.

Okres podstawowy funkcji 7 = sin x oraz funkcjiy=
jest równy 2. i y=cosaz, gdzie a > 0.

Ćwiczenie 2

Na rysunku przedstawiono wykresy funkc
i h(r)=cos : r. Dobierz wzór do ka

j: f(r cosz, glr) cos 2x
żdego wykresu. Pod;

oraz miejsca zerowe każdej z funkcji: f, gi h
aj okres podstawowy

Ćwiczenie 3

Naszkicuj wykres funkcji f i podaj jej okres podstawowy

a) f(x) =cos4r hb) f(x) =sin3r c) f(x) = cos? d) f(x) =

—
sin $

Przykład 2

Naszkicuj wykres funkcji f(1) = 2sin(2r — Z)

Wzór funkcji zapisujemy w postaci f(1) = 2sin2(r—7), a następnie szkicu
jemy kolejno wykresy funkcji

f(x) =sinz, fa(r) = sin2r, fz(1) = sin2(r—Z) i f(x) =2sin2(r—5)

A
z = zbys, Ąa ZAS ŹA : sze NN A4 4 NY ą xHy 27 9/ REŻza b Zak AWA _TZS NY / 47

Ćwiczenie 4

Naszkicuj wykres funkcji f.
x | 9=Solac 8

a) f(x) =2cos(r —-3) b)/) =sin(jr+7) © f(2) =3cos(2x—Ż)

Cwiczenie 5
ss sdziału (0; 27)Podaj miejsca zerowe funkcji f należące do przedziału (

|
Ą

X r)=Żcosrra) f(x) = sindr b) fa) = ©) JARA

6. Wyznacz dziedzinę oraz miejsc zerowe fumk
wykresy oraz podaj okresy podstawowe a 3 | oakcji g. Naszkicuj ich
a) f(x) =tg$. gl+)=te( z)
b) f(x) =—ctg2:r

c) J(r)=tg(
glz) = ctg2(r Z)

i

3), gl*) =tg(5 3)
d) J(2)=ctg.5, g(1)=cte($ z)

Przeczytaj informację w ramce=

Na rysunkach poniżej pokazano, jak z wykresu funkcji y J(x) można
otrzymać wykres funkcji y=f *s funkcji y = J(żx)

Jeśli do wykresu funkcji y = f(+)
punkt Plza, m). to do wy

l u=/

Naszkicuj wykresyfunkcji y = f(21) oraz y=F(4z)

2) należy punkt Q(4 f(żx) należy punkt R (210, yo) |



Obrót a sinusoida5
nn

TS UWZLY40) analizując ruch

PYT ZET okręgu w kierunku

przeciwnym do ruchu WYZYWA ZALE

UUO

Ruch po okręgu

jące się po okręgu przemieściło się
Jeśli cinło poruszaj i

z punktu P do punktu P, wczasie t, to opisując a
ruch, możemy podać zarówno prędkość kątową w = 7

(stosunek kąta obrotu a do czusu 1), jak i prędkość li-

niową u = | (stosunek długości łukuI do czasu t).

Prędkość kątową w zwykle podaje się w radianach na sekundę RE Miara

łukowa kąta a to osunek długości łuku / do promienia r (a = Ż), więc

otrzymujemy w = Ą i stąd mamy zależność u = Tw.

Przykład
Ziemia wykonuje pełny obrót wokół swojej osi

wciągu 24 godzin, zatem prędkość kątowa jej ruchu

obrotowego jest równa:aWeJeżeli przyjmiemy, że Ziemia jest kulą o promieniu
6370 km, to punkt na jej równiku porusza się na
skutek ruchu obrotowego z prędkością liniową:

v = rw = 6370 - 15 = 1667 [km/h]

rad/h]

Dla punktu P leżącego na szerokości geograficznej r prędkość liniowa wyraża
się wzorem vp = vcos.£ (uzasadnij).

1. Oblicz, z jaką prędkością liniową poruszasię punkt leżący na tym samym
równoleżniku co Kraków, którego szerokość geograficzna wynosi 50'N.

2. Ile obrotów wykonuje w ciągu sekundy
koło samochodu jadącego z prędkością
60 km/h, jeśli średnica koła jest równa
52 cm? Z jaką prędkością kątową (w ra-
dianach na sekundę) obraca się to koło?

3. Przedni wal walca drogowego ma średni-
| cę 2 m. Gdy walec jechał po prostej dro-

dze, jego przedni wał wykonał w ciągu
pół godziny 500 obrotów. Z jaką pręd-
kością poruszał się walec? Z Jaką pręd-
kością kątową poruszał się przedni wał?

Ruch punktu pookręj

*3.10. Przekształcenia wykresu funkcji (3)
przykład 1

Naszkieuj wykres funkcji f(x)=|sin:r] i podaj jej okr Vaj jej okres podstawowy

Wykres funkcji f(x)=| sin z otrzymujemy przez odbici metsicie symetryczne wzg
dem osi O.X tej części wykresu funkcji g(r)

lę-

z

sin.x, która zn s. si

osią OX. Pozostałą część wykresu zostawiamy bez zmian
PAY SIEC

Okres podstawowy funkcji / jest równy 7.

Ćwiczenie 1

Naszkicuj wykres funkcji f i podaj jej okres podstawowy

a) f(x)=|cosr b) f(x tgr e) f(x)=—|sinx

Przykład 2

Naszkicuj wykres funkcji f (r) = |2cos z — 1] i podaj jej okres podstawowy

Szkicujemy kolejno wykresy funkcji

fi(a) = 2cosz, fa(r)=2cosr—Li fla

Okres podstawowy funkcji f jest równy ©

Ćwiczenie 2

Naszkicuj w jednym układzie współrzędnych wykresy funkcji: /, 9! h. Podaj

okresy podstawowe tych funkcji

sin 2x|, h(r) sin 21 l

a) f(x) =sin2x, glx)
h(x cos 3x1 + 1

b) f(x)=cos3ir, g(r)=|cos31





= sz



6. Wyprowadź wzór

|

i

a) Jesz|=y 7
oraz coś

(5

») |sin $| V

7. Oblicz sin 5 korzystając ze wzorów

8. Przeczytaj podany w ramet przykład

] Przykład
Wyznacz zbiór wartości sin 1 +funkcji f(1)

sina + £ cos) =

(sin.rcos Z + cosnsin 7)

Zatem zbiorem wartości funkcji / jest przedział (

Tr"
z zadania 6,

cos

V2sin(x +
1

10. Przeczytaj podane w ramce wyprowadzenie wzoru na t

jonego, a następnie wyprowadź wzór ctg 2a —

a) f() = sin.z

—
cosz e) f(x) = V3sin.r + cos r

b) f(x)=sinr + V3cosr d) f(a') = sin.r

—
V3cos r

Wskazówka do podpunktu b): f(r) = 2( 4 sin + cos)
9. Naszkicuj wykres funkcji f i podaj jej okres podstawowy.

a) f(x) = 2|sin a] cos b) f(x) = 2sin r| cos a

angens kąta podwo-

„,
śin2a 2sinacosatg2a = =

cos? a — sin” acos2a

". Udowodnij tożsamość trygonometryczną.
tga +a) tg(a + 2) = "BLigBb) tg(a — 8)

Wskazówka: tg(a + 8) =

TB Ruskcje rygiel zne

«3,13. Wzory redukcyjne
wartośc

|
Wzory redukcyjne po

funkcji tryg
dowolne ta

Obok podano w
5

+a. Można
na sinus sumy kątów i us sumy kątów

Przykład 1

Udowodnij wzór sin( a) =cosa

osa + = 1-cosasin($ +a) =sin$

Przykład 2

Cze i

sin4Żx = sin(4r + Żx) = sin Żx =sin(5 + 3) =

Ćwiczenie 1

Oblicz, korzystając ze wzorów redukcyjnych

b) cos 2 ©) tga) sin 7
WZORY REDUKCYJNE

sin(-a)
cos(-a) = cosa
tg(-a) = -tga
ctg(-a) = -ctga

sin($ — a) =cosa
cos(5 — a) = sina
tg(5 -a) =ctga
cte(; -a) = twa

sin(7 — a) = sina
cos(r — a) = —cosa
tg(m- a) =-tga
ctg(r—- a) =-ctga
sn(% - a) = -cma
cos(37 — a) = — sina
tg(Ż -a) =ctga
etg($ - a) =tga

sin(7 + a) = — sina
cos(7 + a) = —cosa

tg(r+a)=tga
ctg(7 + a) =ctga
sin(ŻĘ + a) = - cosa
cos(3 +a) =sina
tę( X +a) =-ctga
cs( +a) = -tga

l-tgatgf A

e dla kątów postaci
żł* WZOTÓW

funkcji trygonometrycznych

sin(3 + a) = cosa
cos(3 + a)=-sina
tg($ +a) =

etg(ż +a
-ctya

=-tga
+0 sina=cosa

cos
Ż

;

d) twe Ż7

sin(7 + a) = cosa
cos(3 + a) —sina

tę(3 +a) = ctga
ctg(7 +a) = -tga
Wzory redukcyjne noż-
na stosować dla tych ką-
tów, dla których dana
Funkcja jest określona.

sin(27 — a) = —sina
cos(27 — a) = cosa
tg(27 — a) =-tga
ctg(27—a) = —ciga

nometrycznych kąta należą

Wartości funkcji trygonometrycznych kątów: 189
TWIERDZENIE

2

Dowód
Rozważmy pięciokąt foremny ABODE
o boku 1 (rysunek obok). Oznaczmy przez d

długość jego przekątnej oraz niech:
|FA|==x

Trójkąty ABD i FAB są podobnymi trójką-
tami równoramiennymi o kątach równych:
72', 72*, 36* (sprawdź). Zatem:ziEe

dz =1

Przekątna pięciokąta foremnegoo boku 1 ma długość równą:
CE ć równą:

36?, 549, 729

A 1 B

Trójkąt BFD jest równoramienny (jego kąty są równe 36”, 36”, 108?), więc
d— x = |FB| = 1. Podstawiamy r = d—1do równania dz = 1 i otrzymujemy:

d(d-)=1
d'-d-1=0

d= 5 lub d= 6
Dodatnim rozwiązaniem tego równania jest liczba

Przykład
Oblicz sin 54*.

Zauważmy, że 4 DC B = 108? (rysunek powy:

4 pie ŻDBI _
1 1+V5_ 1+

sin 54 = Ibo 2 2%
1. Oblicz wartości funkcji trygonometrycz-

nych kątów: 18%, 36%, 54%, 72? (rozpatrz
trójkąty równoramienne ABD i BCD

z rysunku w dowodzie powyżej), a na-

stępnie przerysuj do zeszytu przedstawio-

ną obok tabelę i ją uzupełnij.

2. Oblicz sinai cosa, jeśli:
a) a = 108", b)a=144".

Wartości funkcji trygonometrycznych kątów: 18

we wzorach redukcyjnych miarę ląta można
N oraz a € (0:3). Z

) jeśli k jest liczbą nieparży
gdzie k *

na cosinus a funkcja tar
LU

funkcję): jeśli k: jest liczł

zmienie

cotanges (inówimy, że a zamienia się
4 parzystą, to fi

pozostuje bez zmiany

znak plus lub minus przed funkcją zale

tego, czy wartość wyjściowej fun

nia, czy ujemna w danej
rzędnych

Przykład 3

sin(-4x)

Ćwiczenie 2

Oblicz, korzystając ze wzorów redukcyjnych
j

T
b) sin $ e) e«

Dla kątów, których miarę

pującą postać:

to funkcja sin

1

y od
ji jest dodat

układu współ

s(-ir
»odano w stopniach, wzory redukcyjne mają n

;j), zatem:
v5

4

16", 54

d) tę( 7)
ś

sin(90' — a) = c

cos(90* —

tg(90' - a) =

sin(-a) = — sina
cos(-a cos a
tg(-a) = -tga
ctg(-a) = -ctga

sin(180' + a) =

cos(180'-+a) =

tg(180' + a) =

sin(180* — a) = sina
cos(1807—a) = —cosa

tg(180 -a) = -tga
ctg(1807 -a) = -ctga
sin(270* — a) = —cosa

cos(270* — a) = —siua

tg(270' — a) = ctiga tg(270* + a) =

etg(270' — a) = tga

=sina
ctga

osa

ctg(90* — a) = tga
— sin r
— Cosa

tgo
ctg(180' + a) = cigo

sin(270' +) = —csa
cos(270' + a) = sina

—ciga

etg(270' +0) = =tga

sin(90' + a) = cosa
cos(90' + a) =

tg(90' + a)
ctg(90* + a) = -tga

— sin a
ctga

Wzory redukcyjne moż-

na stosować dla tych ką-
tów, dla których dana
funkcja jest określona.

sin(360'-a) = —sina

cos(360* — a.) = cosa

tg(3607 — a) =-tga
ctg(360'—a) = — ciga



*3.14. Równania trygonometryczne
Przykład 1

ównanie sRozwią:

vnmujemy równanie sin £ l

hb
+4 o

Z wykresu funkcji sinus odczytujemy roz

t=5

+ 2kr, gdz

adomej
:

5
+ 2kr, gdzie k €

Wracamy do niew

gdzie k €

Przykład 2

Rozwiąż równanie sin(2r

istawiamy f

(1) przykład 3

Rozwiąż równanie tg 4x v3

Zakładamy, że ir 3 +kw, gdzie ke ©

czyli x
7£5+ KG, gdzie k€C. Pod.

stawiamy t=4r i otrzymujemy rów

tgt=V3. Z wykresu funkcji tsnie

odczytujemy rozwiązania tego równa

+kr c.

Wracamy do niewiadomej
gdzie k €

lr=F+kr gdziekeC
:

r=z+kT,gdziekeC

Ćwiczenie 2

Rozwiąż równanie

a) tg2x 1 b) t 3

ZADANIA

|
6. Oblicz

| Przykład 4
Prdisimy siekoweneości u Klik „) 2sin120* + 4cos60*|d) 4sin45* cos]

] sin 570"=sin(360* + 210*) =

a
;

in 310
|

ŻA

o wzoru redukcyjnego sin
4207 cos(-390*)

210*=sin(270— 6V
n( 1)=—cosa

b) sin 4

h) cos? 45

cos 60 e) ctg 120% + tg(—210')
180 Sety?7 Bey 420

|
Zauważ, że ten sam wynik otrzymamy, zapisując kąt 2107 w postaci 180*+30

i korzystając ze wzoru sin(180* + a) sina 7 Oblicz:
:

a) sin
7

+ cos|-3) d) sinŻx+cos(-Tr
Ćwiczenie 3 b) tg 08 37 e) sin*(-B z) + cos
Oblicz, korzystając ze wzorów redukcyjnych rar = c) 8sin 77 COS m f) sinŻ cos in

* z

a) sin 210 d) cos 660 g) sin(-330 j) sin(—495*)
) i 3 n sin

Z cos £ |

b) cos 480 e) sin 300 h) tg(-2107) k) cos(—960*) 8. Przeczytaj informację w rame

e) tg225 f) cos210 i) 315%) l) ctg(-240*)

ZADANIA sunięcia wykresu funkcji try

uzasadnienia wzorów: sin(5
1. Udowodnij wzór

a) sin(7 + a) sina +a) = sina
b) cos(r + a) =—cosa e) a) =—cosa
c) sin(ż7 + a) cosa f) cos( a) = sin c

2. Udowodnij wzór, korzystając z tego, że tgor= "a oraz ctg'a
Wykres funkcji y = sin($ + 1) pokrywa Wykres funkcji y=sin(%£ +

osa sina się z wykresem funkcji y=cos r wa się z wykresem funkcji y =

ctga « — a) =tga

b) tg(7- a tga d) ctg(7 + a) =ctga Uzasadnij wzór, stosując odpowiednie przesunięcie wykresu funkcji.

»s(3Z + sinr b) cos(7 — x —cosr_ ©) tg(ż +1) =—cigr
3. Oblicz, korzystając ze wzorów redukcyjnych a) cos(*%; r) ina t ( )

)

a) cos(—- d) sin( g) sinŻ7 odl ć 9. Korzysta ze wzorów redukcyj- T
T =5j

e * WO ZARY
: a | sina | sa|tga|ctga

b) sin ż7 e) cos(-27) h) t k) ctg.ś
nych, uzasadnij, że wartości funkcji _*_| l i =

1 U gm k) ctg is 579 9|16643

e 7
f (

Ą F trygonometrycznych dowolnego ką 3 0,5150 | 0,8572|0,600 1,6643

) cos jr ) cos(-4 rtg
5

9 |.0.5299|0,5480|0,6249|1,6003
* 4" i) cig( l) tg ta można wyrazić za pomocą warto- |32?|0,5290 | 0,5450|0,6240 | 1,61

4. Oblicz, korzystając ze wzorów redukcyjnych. ści funkcji trygonometrycznych kąta|33*|0,5446|D,S357

x 5592|D,S290
a) sin 120 d) cos 495

> - należącego do przedziału (0%; 45 34
|

0,5502
A), cos 405 g) tg 510 j) sin(-870") 359|0,5736|0,5192

b) sin 135 e) cos 840 h) tg 570 k) tg(--330")
10. Korzystając z tabeli wartości funk-|557|0,5878|0.5090

c) cos 330 ) s e cji trygot s*trycznych podanej|g7%|0,6015|0,7086
t) sin 660 i) tg 1035 )) ctg(--750")

) ronometryczn, I 37 |0,

BU see
5, Wied

obok, oblicz 387|0,6157|0.7880 | 0.7SŁ

. Wiedząc, że cos z r€ (0:7), ob > 93 | 0,5098

jz
2)» oblicz a) sin 413*, d) sin 589 0,6293 | 0 laa) sin(3 + z) « la y żal :

0,6428|0,7660 | 0,5391|1,1918

są A s e) cos(ŻĘ—z), b) cos 769?, e) cos 860%, ||DF" | o.s6gs|1.1508

b +z) d) «
11?|0,6561|0.7647

| 0,5698
CZ YZ) f) sin(7—r) f) tg954 -

Z wykresu funkcji sinus odczytujemy rozwiązania równania sin t
+ 2kx lub t=Ż7 + 2k7, gdzie k € Ct=

Wracamy do niewiadomej r:
22 = +2kr lub 27

—
F=Sr+ Dkr, gdzie ke C

= 5 +2kr lub 2r— 74 2kr, gdzie ke C
r=5+kr lub a gdzie k € C

Cwiczenie 1

Rozwiąż równanie.

a) sin3r =] d) 2sin(2r —

p: "
g) sin? 3x:

b) cos 2x = —|

e) cos(3xr h)
cos?| 1) cos*(1

c) cos4r
= f) cos(2x

7 3. Tunkcje trygnometny

1. Rozwiąż równanie
a) sindz = 1 d) sin(3r—7 =

b) 2sin(r + e) 2cos(2.

e) V2sin($ -F)=1 Ff) tg4r=—1
2. Rozwiąż równanie

a) sin'/4r-— 1 e) 4sin*(:r

b) cos* 21: =

3. Przeczytaj podany w ramce przyklad

Rozwiąż równanie sin”r= 3sin
sin” a

sin r(sin r

sin r = 0 lub sin
Równanie sin 1 = 3 jest sprzeczne.
dla r = kr, gdzie k € C

Równanie sin 1
jest to rozwiązanie r

= g) 2cosl
=—r) v

l

3 e) |[2cos8r]=1
f) VStglr + 3

—-3sinr =0
=0
r=$%

0 jest spełnione

ównania wyjściowego.

l Rozwiąż równanie.
: wu :

, OMC ) 4sin* r=sin.x= 3 a) sin? sin 2 e) sin'a +sinr=0

—
©) 4sin

3

A z
X ” tgr

1 b) 2cos? r=cosa d) 2cos*r—cosr=0 Ff) tg'"



*3.15. Równania trygonometryczne (2)
Przykład 1

Rozwiąż równanie 2 sin* 1 +sinr -1=0

Podstawiamy £=sin (przy założeniu f 1; 1)) i otrzymujemy

2%+t-1=0
A=l+8=9, VA=3

Wracamy do niewiadomej 1: sin z=$
lub sin z 1

nia równania
= 37 + kr, gdzie k € C

Z wykresu funkcji sinus odczytujemy rozwiąza
+2km lub ar=5+2kr lub r =

Uwaga. Powyższe rozwiązanie można też zapisać w postaci z=Z + Żk, gdzie k€C.

Ćwiczenie 1

Rozwiąż równanie.

a) 2cos* r — cosa:=1

b) 2cos* r + 5cos x +
sin a

Przykład 2

Rozwiąż równanie sin? z—cos* 7-1 = 0

Korzystamy z jedynki trygonometrycznej i otrzymujemy
sin'r —-(1-sin'r)-1=0

2sin'r—2=0
sin= 1 lub sinz = -1

gdzie ke C

Ćwiczenie 2

Rozwiąż równanie

©) 2cos* 1 + sin — 9

d) 2 + sin z 4 — cos? r + cos a

+3. Rozwiąż równani:
c) cós6r + sin 5x sin 3:r

i) sin 3r—sin 2r=sit z
z d) cos7x:—sin Tr=cos.z — sin z

b) cos: sin JI cosY

4. swnanie
d) cos* r—c 1

sin 2r=cos T

EL nir==0 e) sin rtg r = sin 1

, s
1

e) cos2xr—sin 0 f) sin cos = 775

. Rozwiąż równanie.
>

a) | + sin2r=cos2 © 2x l

b) Ż(cos4r—1 cos” I d) 2sin” x

6. Znajdź liczby należące do przedziału (0; 2x) i spełniające równanie:

a) sin + cos.r=I e) sin' z —-cos*.r =

b) sin r—cos=1 d) sint. + cos' 1=5

7. Przeczytaj podany w ramce przykład

Oblicz wartość wyrażenia 2 sin 50* cos 207 — sin 70

Szukamy kątów a,3takich, że sin a + sin 3=2 sin 50” cos 20

W tym celu rozwiazniemy układ równań

m)
20

i otrzymujemy a = 70", 8=30

Zatem
2 sin 50* cos sin 70* = sin 70 + sin 30*—sin TO?=sin 307 = ?

Korzystając ze wzoru na sumę sinusów lub sumę cosinusów. oblicz wartość
wyrażenia
a) 2cos TO" cos 10

—
cos 80*, c) sin 37730 cos T:30/

b) 2sin 115* cos 70”

—
sin 185' d) cos 5230 cos 7-30!

8. Udowodnij wzór sina + sin 3

Wskazówka. Wyznacz sin(r +

2sin 2 cps 2

/) + sin( u), gdzie r=258, y=258

Przykład 3

Rozwiąż równanie sin 5x + sin r=0),

sin 5x + sin r

Zatem rozwią

Ćwiczenie 3
Rozwi

a) sin 5x: + sin 3a

b) cos 8x: + cos 2 d) sinz—sin(x—3) =0

ZADANIA

1. Rozw równanie,
a) 2sin* r + 3sinr —2 =0 d) 2sin? r - sinr = 1

b) cos? 1 + 6cosz +5 =0 e) 2sin'r-3cosz = 3

N

przy rozwiązywaniu niektórych rów
TWIERDZENIE

Dla dowolnych a, 3 € R prawdziwe

Suma sinusów:

Różnica sinusów:

Suma cosinusów:

Różnica cosinusów:

nań ko, Fzystamy z. następujących wzorów

są poniższe wzory,

sina + si = sin "Ż2 . cos 5
ino — sin B = 2sin 252 . qq 248
08a + Cos= 2c0s 52. rg 158

z

Cosa — cos 3 = —2 sin s? . sin

Brisin cos ŻE korzystamy ze wżaru
Bicz 7

nA sumę sinusów2 sin 3r cos r.
ujemy równanie:

2 sin 3x cos

21
= 0

sin3r =0 lub
3a = kx lub

cos 2x: = 0

= 5 +k7, gdzie ke C

„= kx =r="lubr=. „gdzie k

ż równanie

c) cosTr — cos5r =0

1 f) tg*r—4V3tgr+1=0c) cos? r +2 sin 1

Rozwiąż równanie.
a) sin6x — sin3xr =0 d) cos(2r — 5) = cos

e) cos(3r + 7) = cos(.r + z)
z sf) cos(1 + 3) +cosz=Ż

b) sin r—sin Z

c) sin(3x + 7) = sin(r — x)

*3.16. Nierówności trygonometryczne
Przykład 1

Rozwiąż nierówność sin 1

jem Biasze "RELwoep=ioLNs e. X

= — y= sinz

Z wykresu funkcji sinus odczytujemy zbiór rozwiązań nierówności |

€ Jm: BT1.o)
sr 2km;

SE

+ km), gdzie k € O

Powyższy zapis oznacza, że zbiór rozwiązań nierówności jest sumą wszystkich prze
działów postaci(5+ 2km;3Z + 2kz), gdzie k

Ćwiczenie 1

Rozw! aż nierówność.

a) 2sinr < 1 b) cos>-Ż orcoszci

Przykład 2

Rozwiąż nierówność cos? r >

4

Zauważmy, że nierówność cos” r>+

jest spełniona, gdy1 B

cosr >
lub cosz

Z wykresu funkcji cosinus odczytujemy zbiór rozwiązań nierówności
17 +2k7), gdzie k € ©

+ 2km) lub r €

Odpowiedź można zapisać prościej: 1 € (-$ + kr: 5 + kz), gdzie k € €

Cwiczenie 2

Rozwiąż nierówność
Y

>
a) 2sin* r < 1 b) |coszj<1 't /N /N v>$

Ćwiczenie 3
Dla jakich z spełniona jest

nierówność sir
Ly?(rysunek obok)



 





*5.9, Funkcja pochodna
H ż zać, że mają one poc Pine!

„padku niektórych funkcji można wykazać : J )
r hodną w każ.

x WyCeA funkcje nazywamy różniczkowalnymi.
dym punkcie dziedziny Takie

Przykład 1

dowolnym punkcie zg €
Wykaż, że funkcj

w do r sem+ f(1) = 12 ma pochodną

Obliczamy granicę ilorazu różnicowego:

16 (1-ro)(t+ro)f(x)-flxo) _ ii

z = limUm" sa DOO © zy
= lim (1 + 10) = 270

Zatem dla dowolnego rg € R pochodna funkcji f jest równa f'(2o) = 2x,
Mamy więc dwie funkcje funkcję f: R — R, daną wzorem (z) =
funkcję /': R —R, daną wzorem f'(1) = 2r

oraz

DEFINICJA =
Jeśli funkcja f ma pochodną w każdym punkcie x pewnego zbioru (będą-
cego przedziałem otwartym lub sumą przedziałów otwartych), to w tym
zbiorze określona jest funkcja y = f'(1), zwana funkcją pochodną funkcji f

| lub krótko pochodną funkcji /.

Ćwiczenie 1

Wykaż,

a) funkcja stala f(x) = c ma w każdym punkcie 29 € R pochodną równą 0,
e:

b) funkcja f(x) = r ma w każdym punkcie zg € R. pochodną równą1.
Wzory na pochodne zwykle zapisywane są krótko:

(c) = 0, gdzie c — stała (22) =2x (1 =-Ż dlar70
(zy=1 (2) = 3x2 (z = zj dla z >0

|
Uwaga. Wzory: (1')' = 1, (12)' = 2x, (23Y' =31*, (1 = — X są szczególnymi
przypadkami podanego niżej wzoru.

| Dla dowolnej różnej od zera liczby całkowitej m: (1'')' = szTane70)

5. Rachunok różniczkowy

sj nanie stycznej do wykresu funkcji f w punkcie p,
Wyznacz równanie stycz”!

b) f(x) = P(-2,4)> ;

a) f(x) = PA)

FADANIĄC=ooo"==""="RR|
1. Na podstawie definicji pochodnej wyprów adź wzór.s 4 sz s zy

a) (2) =3: b (4) =-stF0 9 (V2) zm. z
2. Wyznacz równanie stycznej do wykresu funkcji f w punkcie o odciętej %

a) f()=2*, m="4 b) f() =", 0=—3 ©) f(a)=1 m=]
3. Przeczytaj podany w ramce przykład.

Wyznacz równanie stycznej do wykresu funkcji f(1) = r? tworzącej
z osią OX kąt 30”.

tg 307 =
8,

więc szukamy punktu 70, dla którego f'(9) „=.
Stąd rg s oraz w = f(10) = i Zatem styczna ma równanie

Za — 3), czyliy = Br - $:

Wyznacz równanie stycznej do wykresu funkcji f(
OXkąt: a) 45', b) 607, c) 150%.

4. Wyznacz punkt (o, f(z0)), w którym styczna do wykresu funkcji f jest
równoległa do prostej y = 6r — 11.

a) f(x2)=z* b) f(z) = g* c) f(z)= VF
5. Wyznacz punkt (70, f(xo)), w którym styczna do wykresu funkcji fiest

prostopadła do prostej y = -3r +7.
a) f(2)= 1? b) f(2) = 2* e) f(e)=V*

. Czy istnieje stycz IkAI
is

tn styczna do wykresu funkcji f mająca współczynnik sz
sy równy a? Jeżel

s
li styczna istnieje, to wyznacz jej równanie.

c) f(a) = VF 178) f(x) =1% a=3 b) f(2)=1, a=—4 h
« a) Wykaż, że prosta y = je +do wykresu funkcji fla) =

9 odciętej z = |,

=
ja:

3 Jest styczna
Vz w punkcie

b) Korzystaj cz ataoblicz YT3 esa VE s
niki z wynikami u;

ajr+1COR 27 has
. Porównaj otrzymane wy-
zyskanymi na kalkulatorze,

5. Rachunekhann 299
różniczkowyUk)

przykład 2

Oblicz pochodną funkcji f(z) = r? w punkcie z 7
o

4.) = 27, zatem f'(7) =2-7=14ja Co

Ćwiczenie 2

Oblicz pochodną funkcji f w punkcie zg.
3 b) f(a)=1 TOra). (2) = 71 ©) f(r) = VF, zy=1$

Ćwiczenie 3

Rozwiąż równanie f'(z) = 2.

a) f(x) = 2 b) f(a) = VF c) f()=
Równanie stycznej
Przykład 3

Wyznacz równanie stycznej do wykresu funkcji f(1) = 1*

w punkcie (2,4).
Równanie stycznej zapisujemy w postaci y = ar+bi ob-

nik kierunkowya:
f(x) =2xr, zatem a=/f(2)=2 4

Styczna ma więc równanie y = 4r + b. Aby wyznaczyć
wartość b, podstawiamy współrzędne punktu (2,4) do

równania stycznej: 4 = 4-2 + b i stąd b = —4. Otrzy-
maliśmy równanie stycznej y = 4r—4.

DEFINICJA

Jeśli funkcja f ma w punkcie rg pochodną, to styczną do wykresu tej
funkcji w punkcie (ag, f(9)) jest prosta o równaniu:

y — f(ro) = f(z0)(r — 10)

Jeśli P(2o, F(ro)) jest punktem styczno-

sc, a punkt P(x,y) dowolnym innym punk-
tem stycznej, to tga = y-LG), Jednocze-
śnie tg. a = /'(19), zatem:

Fo) =Stąd y — f (o) = f'(zo)(x— zo).

«5,10. Działania na pochodnych
TWIERDZENIE

Jeśli funkcja f ma pochodną w punkcie + orazcjest dowolną,
(c-f(z)Y=c- f(x) =

Przykład 1

a) (322) = 3(rŻY =3-2r = 6x b) (6z)' = 6(1*)' = 6-413 ="
Ćwiczenie 1 |

Wyznacz pochodną funkcji f
a) f(x)=122? ©) f(x) = 41"

b) f(x) = 0,52% d) f(r) = 617"

h t

POCHODNA SUMY I POCHODNA RÓŻNICY FUNKCJI

Jeśli funkcje f i g mają pochodne w punkcie r, to:

(F(2) + gl) = F(r)+g'(x) oraz. (f(x) glz)Y = f(x) - (2)

Przykład 2
a) (12 + 3x — 1)' = (22) +3(2Y — (1=
b) (22% +3 — z +1=) +4(L)

— (2 +(1V=62*--1dlar$£0

Ćwiczenie 2
Wyznacz pochodną funkcji f
a) f(x) * 312 +6 e) f(x) =4

b) f(a) = 2 d) f(x)+35 — 7

POCHODNA ILOCZYNU FUNKCJI

Jeśli funkcje f i g mają pochodne w punkcie r, to:

(f(x) -g(a))' = F'l2) gle) + fla): (1)

Pri es4 z ma?o = 21 + jr = zy"
3) (1/2) = (1/5 +2*(Vm) = 21V2 +" zy 77

* E

dla 7 > 9
2; 1812 =511+317

—
87

b) (12 + (a? — 4)Y = (x - 4) + (1? + 131 = 5x +81

291 uczcił
na pochodr

10. Dsiałania

na
p==|







 



ego na istnienie ekstremurm przypisuje się fra,Odkrycie warunku konieczni
: 1

owi de Fermatowi [czyt. fermatowi] (1601 lubcuskiemu uczonemu Pierr

1607-1665). który dzięki

kursorów rachunku różniczkowego W pracy
znajdowania minimów i maksimów

aniom jest uważany za jednego z pręwoim dokc
Methodus ad Disquirendom

Marimam et Minimam podał metodę
funkcji.

ZADANIA

1. Wyznacz ekstrema funkcji /
a) f(x) =-1*+312+9r+2 d) f(x) 2

b) fl) = e) f(x) =

e) f(x) = +17-3 f) f(x)

a) f(x)

b) f(r)

3. Uzasadnij, że funkcja f nie ma ekstremum.
a) f(x) = 3x" + 201* + 60r b) f(x)

a) f(x) =

b) f(x)=js* m1? +51 —3, zg =1
1 = 1

5. Dla jakich wartości parametru a fun f nie ma ekstremum?
a) f(1)=-1'+ar
b) f()="-Prar *

6. Funkcja f(r) =
17 osiąga ekstre- 1/mum równe —1 dla r = 2. Rozstrzygnij

czy jest to

mi

zJest to minimum, czy maksimum wzx =="7. Uzasadnij, że funkcja f(x) = r 4 sinx s(wykres obok) nie ma e stremum, mimo /
że dla nieskończenie wiel argumentówr /
zachodzi równość f'(x) = 0.

Przykład 2 sosdecinyczeta =Wyznacz wartości najmniejsza I największą funkcji f(x) x 612 + 9p

w przedziale (2;4). Y

eń z poprzedniego przykładu.
funk-Skorzystamy z oblicz

:

Rozpatrujemy minimum f(3) = 0 oraz wartości

cji na końcach przedziałów f(2) =, fl(4)=4
Najmniejszą wartością funkcji f w przedziale

jest 0, a największą 4

Ćwiczenie 2
! mWyznacz wartości najmniejszą i największą funkcji f(1) = — 312 +2 wpo-

danym przedziale.

a) (-1:3) b) (1:3) e) (-L1)

Ćwiczenie 3

Wyznacz wartości najmniejszą i największą funkcji f w podanym przedziale,
b) f(x) = kya) f(r)=2*—4r, (0:2)

ą funkcji j w podanym prze-ą 1 najwwartości najmniejs
dziale

; z 4aa) f(z)=1*-6r+1, (-20) ©) = , (-3;3fi e) flz) Tę: 7: 3)

b) f(2) = 4).
f(2) = 35; (-2:3)/ d) f(x) TFT (-2;3)

2. Dla jakich wartości parametru m. równanie f(x) = m ma rozwiązanie
w przedziale (1:2)?
a) f(x) = 1*—10:*4+9 <) f(z) = Vx9-6x
b) f(x) =2"-5r+4 d) f(x) = Vx1 z?
Wskazówka. W podpunkcie c) znajdź najpierw wartości największąi najmniejszą

funkcji g(x)=1* — 61 w przedziałe (1:2).
3. Wyznacz zbiór wartości funkcji f(x) = m4 w podanym przedziale.

a) b) (0;2)
4. Dla jakich wartości parametru m równanie ma rozwiązanie?

a) 3cosz —4c: - s.ś) 3cosx —4cos*r= m b) 2sin* z — 3sin r = m
Wskazówka. W podpunkcie a) podstaw £ = cos z,

h
We 308.

3.
Rachunek różniczkowy

+5.14. Wartość najmniejszą
i wartość największą funkcji

Przypomnijmy, że jeśli funkcja ciągła / określona Y,
jest w przedziale domkniętym, to Przyjmuje w tym |

przedziale wartości najmniejszą i największą A
,

Ćwiczenie 1 |

Podaj wartości najmniejszą i największą
!

CE
funkcji f (1)=(x:

—
1)? w przedziale "TT" |-Pey

:

Wykres funkcji f:(-1:2) +

a) (-1:2) (rysunek obok), b) (2:4 danej wzorem f(1)=(z e
Wartością najmniejszą (największą) funkcji c sj f w przedziale (a; b) może
być jedna z liczb (a), f(b) lub jedno z ekstremów lokalnych

Y Ypyszna MSł [i
i

(a) - l fie)--A----->—
! :

f(b) -
1

+ flb) | Ki =!
lml! m y

|

!

9| a rz dą b, X o[ a Ty b X

Wartość najmniejsza m=f(14) jsza m =

wartość największa M=f(r2) wartość największa M

Przykład 1

Wyznacz wartości najmniejszą i największą funkcji f(x)
wprzedziale (-1;4
Wyznaczamy pochodną funkcji:
f(x) = 3x* — 12r +9 = 3(2* —4r-+3)=3(r (1-3)
W punkcie r = 1 funkcja osiąga maksimum lokalne |

którego wartość wynosi f(1) = 4
| 2)

fi

W punkcie r = 3 funkcja osiąga minimum lokalne | |którego wartość wynosi f(3) = 0 :

Obliczamy wartości funkcji na końcach przedziału: —
F(-1) = -16, f(4) = 4. Zatem najmniejszą wartośc

|

funkcji w przedziale (-1;4) jest —16. a największa A

Wartość ta przyjmowana jest dwukrotnie

Jednym z najczęstsz) "h zastosowań rachunku różniczkowe:
:

: : s
go jest jego wyl

rzystanie do wyznaczania wartości największej Po goI wy,lub najmniejszej i

:: SCi DAJ
ia ejszej—zagadnienia

ać zagadnieniami optymalizacyjnymitakie będziemy naz)
naczyć największą (najmniejJeśli mamy wy

/

szą) wartość funkcji kwadrato-
wej, to zamiast liczyć pochodną, możemy skorz;

zchołka paraboli.
stać ze wzoru na współrzędne

wie!

Przykład 1

Który z prostokątów o obwodzie 12 cm ma najkrótszą przekątną? Jaka jest
jej długoś

Oznaczamy długości bokó
stokąta przez a: i y, a długość jego
przekątnej przez d, wówczas:

V pro- Ę

wykonujemy (jeśli to możliwe) ry

sunek i wprowadzamy oznaczenia
literowe

piszemy równanie wyrażające wiel-

kość, której najmniejszą (najwięk-
szą) wartość choemy wyznaczyć za

pomocą innych zmiennych, oraz

inne równania wynikające z treści

d=ys”+y
21 +2y = 12

Stąd 1 +y =6, czyli y = 6 — r. Zauważ,

0<r<6i0<y<6. zadania

Zatem długość przekątnej w zależności od r
opisana jest przez funkcję:

d(r) = VT(6-25
gdzie r € (0; 6).

podstawiamy y = 6

—
r, uby ury

skać funkcję jednej zmiennej i okre

ślamy jej dziedzinę

="= szeai ów funkcjirf — T3r + 36

—
upresaczamy wośr u

= V

j; sKLEŚ ni ść funkcji

Zauważmy, że wystarczy wyznaczyć najmniejszą wartość funkcji

2 _12r+36
3, k(3) =18

AE sze ŚR
3) =

V/IB=3V2.
Czyli najmniejsza wartość funkcji d to d() = V1

j yrzekątna maśei 3
cm. Jego prze

a

Szukany prostokąt jest kwadratem o boku długości 3 cm. Jego I

długość 3V2 cm.





puszk ca o powierzch:
ry powinna mieć

6. a)
Jakie wym

była najwięsby jej objętość

Jakie wymiary powinna miec puszka w ksztalcie + o objętość 051

jak najmniej mater ału do jej wytworzenia

+ ma mieć pojemność 0,4 dm*. Na wyBlaszana puszka H

aarok ba przeznaczyć kwadratowe kawałki matę

słu,zktórego wykonuje się podstawy, jest 0 5% wyższąriału. Cena nia
od ceny materiału, z którego wykonuje się powierzchnię boczną. Jakie wy

miary powinna mieć puszka, aby koszt jej wykonania był najmniejszy?

8. Jaką największą objętość może miec stożek, którego:

a) tworząca ma długość 6 cm,

*b) przekrój osiowy jest trójkątem o obwodzie rów sol”

nym 8 cm” <Y
r 6)

9. Wierzchołki A i
C prostokąta OABC należą do I

osi układu współrzędnych. Wierzchołek B należy

—
C |-aP

do paraboli o równaniu y=(x 6)*, r € (0;6
rysunek obok). Dla jakiej długości boków tego __| zprostokąta jego pole będzie największe? ojaA 6 X

10. Wierzchołki trapezu należą do paraboli y r + 4, przy czym końce
dłuższej podstawy są punktami, w których parabola przecina oś OX. Wy

znacz największe możliwe pole takiego trapezu
11. Wyznacz punkty należące do paraboli, których odległość od punktu P jest

najmniejsza
a b c)

| klP | ']
Y

| NI
: —teh = Pom p?

12. W jakim punkcie krzywej y

sb" HR

|

z”—I należy poprowadzić styczną, aby
trójkąt og ONY"Kat ograniczony osiami układu współrzędnych i tą styczną miał naj
mniejsze pole?

ności oraz ekstrema lokalne funkcji 7

Wyznaczamy przedziały mono'
ych poch

2%: -3)=0 © r=0lubr=3ny miejsc ze

 -32=0
) odczytu

szkicu wykresu f' (rysunek ol

jemy rozwiązania nierówności

F'(x) > 0 dla z € (3:0€

F(z)<U dla 7 € 0)U(0:3
dzi o)

Zatem funkcja f jest rosnąca w prze łzia
:

l 3
i malejąca w przedziale (-00;3). Dla ro

funkcja osiąga minimum f(3 6ż

wyniki zbieramy w tabeli i szkicujemyOtrzym
ji f (rysunek obokwykres fun

awdź otrzymany

Strzałką
>,

oznaczamy, że funkcja maleje, a strzałką zystając z odpowied:

że rośnie programu komputerowego

Ćwiczenie 1

Naszkicuj Wyk!

a) f(x) a? + 3x

Przykład 2

Naszkicuj wykres funkcji f() =

Dziedziną funkcji f jest zbiór liczb rzeczywistych: Dy = R.

Szukamy punktów przecięcia wykresu z osiami układu współrzędnych
f(0)=1, więc wykres przecina oś OY w punkcie (0, 1).

Równanie - = 0 nie ma rozwiązań, więc wykres nie przecina osi OX
TFI

Obliczamy granice funkcji f w —oc i w oc

lim 0 oraz lim =0
xzatem prosta y = 0 jest asymptotą poziomą wykresu funkcji f w oo i w

Wyznaczmy pochodną funkcji f

+5.16. Szkicowanie wykresu funkcji
zania granie oraz okreśjstność oblicUmiejętm lania prz

i ekstremów funkcji na podstawie monotoniczncjej pochodnej poz
wielu funkcji W tym celu badamy przebic

wala nasz
8 zmienności f

według następującego sc hematu funkcji, postępując

i. Określamy dziedzinę funkcji
Znajdujemy punkty przecięcia wykresu z osiami układu współrzędnychSpOLZĄ ch,icena końcach przes Oblic Amy I ziałów, w których funkcja jest okre-

ślona, i wyznaczamy asymptoty (jeśli istnieją).
4. Wyznaczamy pochodną i określamy jej dziedzinę,
5. Wyznaczamy przedziały monotonicznoś i ekstrema lokalne funkcji.

tkie otrzymane wyniki możemy zebrać w tabeli, a następnie
ż O z

naszki-
cować wykres funkcji.

Przykład 1

Naszkicuj wykres funkcji f(1) =

jx*—1?

l. Dziedziną funkcji f jest zbiór liczb rzeczywistych: D/=R

2. Szukamy punktów przecięcia wykresu z osiami układu współrzędnych

f(0) = 0, więc wykres przecina oś OY w punkcie (0,0
By znaleźć punkty, w których wykres przecina oś OX, rozwiązujemy rów-

nanie f(x) = 0:

3=0 © -)=0 + r=0lubr=4
Zatem wykres funkcji f przecina oś OX w punktach (0,0) (4,0)

3. Obliczamy granice funkcji f w —o0 1 w ©
Symbol<>czytamy „wtedy

; : ay cake i tylko wiedy, gdy

„Him (is! 25) „im (1-3) = 9 o z

lim (j2*—x*)=lim w'*(i zy 3%
em funkcja f nie ma asymptoty poziomej

l. Wyznaczamy pochodną funkcji /
y= g'—3

fa) =(4'-F=" |

i określamy jej dziedzinę: Dy=R

;
Mianownik pochodnej jest dodatni

Więciziiak polkiak pochodnejamy na podstawie licznika: f'(7
Ę

U
O oraz ff! tstą-

Zatem funkcja f jest rosnąca w przed
taż Fl) <Odnz>g

Ę > zy x;0) oj

dziale (0:00). Dla z9=0 funkcja osiąga sk
Taz malejąca w prze

zuje]To]
Zwróć uwagę na to, że oprócz wykorzystania « danych z tabeli warte wyzni
kilka dodatkowych punktów należących do wykresu funkcji, np, (1akcji, np

Ćwiczenie 2

Naszkicuj wykres funkcji f
a) f(x)

ZADANIA

1. Naszkicuj wykres funkcji /
a) f(x) =2*-41*+41 b) fl)="

2. Na rysunkach poniżej przedstawiono wykresy funkcji: f, gi h

Lay
Y -

, |, |

l —4Tr NV |,

=== . M
| |

: TWE SET
” > ysunkac 3,

vkresy pochodnych tych funkcji przedstawione są na rysuń ach: A, E

Dopasuj pochodne do funkcji

A

 



Testawy powtórzeniowe

Zestaw |

Oblicz granicę.ha
2

. a'-2r-41 6a) li"z c) lim <2+6048je 2-4+Tr 12
2 —87+15 z

b) lim d) lim 2?-107+9
asg W 7-9 -11r4+18

2. Oblicz granicę.im im VTFE-1
a) lim = b) lim -——-—)

2-5 2—4—-1
) sb 746

3
2-2 9

zg = 2? Naszkicuj wykres funkcji H!z dla x 7 2
a) f(x) = a b) f(2) = |

l dlaz=2
4. Oblicz granicę.

A) BĘ 2-5 c) Hm zz
e : 2-3

b) lim I d) lim ziz—0+ DŻ
)

5. Zbadaj, czy granica istnieje.
F

: 2—3 5) li Aa
CJĘ SOmerp b] DĄ s

6 e. sz5. Oblicz granicę.
:

s Pzd?
a) lim (324 — 12 +6) d) Jim 3x-1o .—9g2+2x
b) lim (-325+2? +2) ©) MR SE reoo ę 2

©) lim (-5z* — 22 +1) f) JB 1-42"
J- cO Ć

b
7, Wyznacz asymptoty wykresu funkcji J-

CE
a) f(x) = aw a op d) fla) +1-16b) f(x) =

„ Oblicz lim_f(e) oraz. lim f(a). Czyistnieje granica funkcji f w punkciea
tyz? —4 dla z <

292 -xr-1 daz> bo

+1
e)

> pes





th 324

Zestaw III
|

s
115

wr zeszycie.
W każdym zadaniu tyl

Rozwiąż zadania i zapisz odpowiedzi w zeszycie. W każd; niu tylko

jedna odpowiedź jest prawidłowa.

$_9
1. Granica lim my jest równa:

A. 12, B. 8, C. 4, Db. 2

2. lim) f(a) = -1, gdy:
pa JE

. 2-1 OA. f(1) = Tr c. fa)=73
zaj

: sd aB. f(x) = 3 D: (3) a"
3. Prosta dana równaniem r = —3 jest asymptotą pionową wykresu funkcji:

Y
|) _ 7-1-6

A. fla) = G:. f(z]= ry
B. f(2) = 773;

D. f(«) = FP.
r z+a dlar€(-oo;—2) , |4. Funkcja f(2) = jest ciągła, gdy:

—-iz +2 dla z € (-2; oo)

nz B gz=5 Cza zl D.a=-2.
5. Styczna do wykresu funkcji f(1) = — zw punkcie o odciętej 19 = 2 ma

z . . z z". ; s

współczynnik kierunkowy równy:
A. 6, BY, C. —3, D. —7.

6. Styczna do wykresu funkcji f(x) = 12 — 4 poprowadzona wpunkcie (2.0)
tworzyz osią OX kąt a. Wartość bezwzględna różnicy 8 —a jest najmniej-
sza, gdy:
A. 8 = 459, B. 3=529, C. 8=60*, D. 8 =76m 3: Ta7. Funkcja f(1) = TT rośnie w przedziale:
A. (-3;-1), B. (-1;1), G. (153), D. (3; oc).

8. Najmniejsza wartość funkcii f(r 4 2 A:

mp
Jsza wartość funkcji f(x) = 14 — 492 — 3 w przedziale (0; 4) Je!

A. —7,7 B. = C. 3, D. 0.
Jaki jest największy możliwy iloczyn liczb 12 4
A. 54 iy, jeżeli z > 0122 +Y 7
PA" BY B. 16 Nis c. 2 D. 4

3. Rachunek różnic zkowy

Z regula
Praktycz
Bardzo ,

Skiego m
iele pi

 



Filmy instruktarzowe do lekcji.

Pochodna funkcji

https://www.youtube.com/watch?v=hUj788zbSMO

https://www.youtube.com/watch?v=H1Lj1j924890

https://www.youtube.com/watch?v=zEi3pNB6eLU

Wykres funkcji

https://www.youtube.com/watch?v=TNit p6VPZQ

https://www.youtube.com/watch?v=wyyteRKToul

https://www.youtube.com/watch?v=f2HwxJ8AjPM

Optymalizacja

https://www.youtube.com/watch?v=lcyA9bMMOfQ

https://www.youtube.com/watch?v=zpBmPVo8uvUf8list=PLsjbPRk5zrObvmic-kqnBO7pRMZ>5yjH24

Trygonometria

https://www.youtube.com/watch?v=hSwg-WXNpoU

https://www.youtube.com/watch?v=1LIP7FLpkyM

Miara łukowakąta
https://www.youtube.com/watch?v=gRu9c-xjjFc

Kąt obrotu

https://www.youtube.com/watch?v=OTBD7KSvx6k

Wykresy funkcji trygonometrycznych

https://www.youtube.com/watch?v=th099zU0J90

Filmy instruktarzowe do lekcji. 

Pochodna funkcji 

https://www.youtube.com/watch?v=hUj788zbSM0 

https://www.youtube.com/watch?v=H1Lj1j9a89o 

https://www.youtube.com/watch?v=zEi3pNB6eLU 

 

Wykres funkcji 

https://www.youtube.com/watch?v=TNit_p6VPZQ 

https://www.youtube.com/watch?v=wyyteRKTouI 

https://www.youtube.com/watch?v=f2HwxJ8AjPM 

 

Optymalizacja 

https://www.youtube.com/watch?v=lcyA9bMM0fQ 

https://www.youtube.com/watch?v=ZpBmPVo8uvU&list=PLsjbPRk5zrObvmic-kqnBO7pRMZ5yjH24 

 

Trygonometria 

https://www.youtube.com/watch?v=hSwg-WXNpoU 

https://www.youtube.com/watch?v=1LIP7FLpkyM 

 

Miara łukowa kąta 

https://www.youtube.com/watch?v=gRu9c-xjjFc 

 

Kąt obrotu 

https://www.youtube.com/watch?v=OTBD7KSvx6k 

 

Wykresy funkcji trygonometrycznych 

https://www.youtube.com/watch?v=th099zUOJ90 



Tożsamości trygonometryczne

https://www.youtube.com/watch?v=jYL vjiwLrl

Równania trygonometryczne

https://www.youtube.com/watch?v=43FIS_dXAel

Nierówności trygonometryczne

https://www.youtube.com/watch?v=BjikfvDdF2A

 

Tożsamości trygonometryczne 

https://www.youtube.com/watch?v=jYL_vjiwLrI 

Równania trygonometryczne 

https://www.youtube.com/watch?v=43FIS_dXAeI 

Nierówności trygonometryczne 

https://www.youtube.com/watch?v=BjikfvDdF2A 

 



Zadania do rozwiązania częśćII- termin oddania do 13 czerwca

1 Wykaż, że prawdziwe są tożsamości

sin4a+ sin 6a
a) ————- =ctgacos 4a —cos 6a
b) sin2a + sin4a + sin6a = 4cosa cos2a sin3a

2. W trójkącie równoramiennym dana jest długość podstawy a= 5 cm i miara kąta przy podstawie

a = 30 *
. Wyznacz długości pozostałych boków trójkąta, miary kątów oraz pole tego trójkąta.

3. Wyznacz miarę łukową kątów o mierze:

a) 45?
b) 120%

Zadania do rozwiązania  część II- termin oddania  do 13 czerwca 

 

1 Wykaż, że prawdziwe są tożsamości 

a) 
��� ��� ��� ��

��� ������ ��
   = ctg � 

b) sin 2� +  sin 4� + sin 6�  =  4cos � cos 2� sin 3� 

2. W trójkącie równoramiennym dana jest długość podstawy a= 5 cm i miara kąta przy podstawie 

� = 30 ° . Wyznacz długości pozostałych boków  trójkąta, miary kątów oraz pole tego trójkąta. 

3. Wyznacz miarę łukową kątów o mierze: 

a) 45 ° 

b) 120° 


